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| Verehrungswehrte Goͤnner und 
Freunde. | 


7" ER der fo ieri 

| Canzleytitulaturen Sie ſo 
Sé wie mein Herz Sie nennt, da 
ich bey Ueberreichung dieſer Schrift die 
Gelegenheit ergreife, Ihnen die Ent 
pfindungen der lebhafteſten Dankbarkeit 
und vollkommenſten Hochachtung, wel⸗ 
che ich fuͤr Sie hege, oͤffentlich zu be⸗ 
sengen, Die Freundschaft, womit Sie 

` 3 mich 


| 
mich beehren / iſt mein Stolz. Vergoͤn⸗ 
nen Sie es doch auch dieſer Schr ft, 
daß fe fich mit den ihrem Verfaſſer fo 
wehrten Name zieren, und der Welt 
dadurch empfehlen duͤrfe. 

Als meinen Lehrern bin ic) Ihnen, 
Hochzuehrende Herren, für Vum, 
richt, Aufmunterung und ale Arten von 
literariſcher Huͤl ſeleiſtung unbergeslichen 
Dank ſchuldig. Aber, was ich nie ohne 
| ein ge Ve rgnügen denke „ iſt, daß 
meine beyden Lehrer in der Mathematik 
auch meine vorzüglichſten Gönner gewe⸗ 
ſen find, die ſich in die Sorge fúr mich 
; gleichſam getheile, und durch Ihre (Em: 
pfehfungen einer mit meine erſte ſchr gu⸗ | 


te Versorgung nach vollendeten akade⸗ | 
mifen 


hs d4 pep 


mifchen: Jahren, der öde das eu 


amt, welches ich izt bekleide » verſchaft | 


haben, Ich bin nicht der einzige, der 


wg Sie dergleichen Verbindlichkeiten | 
Ihr menſchenfreundliches Herz 
ep es Ihnen beyden zu einem Ge⸗ | 


 fibdfte, jungen Leuten, welche Hofnung 


von ſich erwecken, fortzuhelfen. Wie 


| ſehr erheben Sie ſich dadurch über den S 


Lehrer, der aus Stolz und Hartherzig⸗ 
keit um ſeine Zuhörer ſich nicht weiter 


| befümmert, als ob fic ihm die Collegia. 


zu geſezter Zeit bezahlen ? 2 
Erlauben Sie, daß ich Ihnen als 


| Kennern und Richtern noch einiges uͤber 


die Abſicht und den Inhalt meier 


gaang vorteage: Sie ift für folibe be⸗ | 
4 fant, 


fimt, die nach Erlernung der allererſten 
Gruͤnde der theoretiſchen Mathematik 


weiter gehen wollen. Dieſen ſoll ſie als der 


zweyte Theil der Elementar⸗Geometrie 
zum Gebrauch der analytiſchen Bearbei⸗ 
tung der hoͤhern Geometrie, und in der 


Anwendung auf die mathematiſche Naz 


turlehre und die praktiſche Mathematik 
dienen. Es ſchien mir dieſer Theil noch 
nicht ſyſtematiſch genug ausgearbeitet zu 
frm, obgleich die Wahrheiten deſſelben 


alle ſchon in kuͤrzern oder vollſtändigern 
Abhandlungen, gelegentlich oder in ei⸗ 


nem abgeſonderten Syſtein vorgetragen 


C4444 ˙ ü „ SS 


find. Was Euclidens Elemente für die 


zeichnende und ſynthetiſche Geometrie 
ad MÓN muͤſten wir auch für die 
rech⸗ 


rechnende Geometrie haben, auf welche 
man die Lehren der allgemeinen Arith⸗ 
mett anwendet. Sie muͤſſen vollſtandig 
ausgearbeitet werden, ihr Umfang muß 
dabey gehoͤrig abgemeſſen und abgerun⸗ 
det ſeyn, ihre Herleitung aus einander 
muß auf die kuͤrzeſte und einleuchtendſte 
Art geſchehen, Eigenſchaften, welche der 
Vortrag dieſer Elemente wie der Vor⸗ 
trag jeder anderer haben muß. Aber 
auch ihre Form muß ſo eingerichtet wer⸗ 
den, daß die Lehrſaͤtze zu dem von ihnen 
zu machenden Gebrauch gelenkig und | 
völlig fertig zur Hand ſeyn. Demnach 
muß die Bearbeitung ſchon der erſten 
Grundformeln wie aller uberhaupt der 
Behandlung der Unterſuchungen, zu 
* d deren 


| deren G geng fie beſtimt find; gët 
mig vorgenommen werden. Dieſe Ele | 
mente muͤſſen ſich gegen die Schriften | 
eines Eulers verhalten, wie Euelides ge⸗ 
gen den Archimedes oder Apollonius. 

Belehren Sie mich, Hochgeehrteſte 
Herren, wie weit ich dieſe meine Fode⸗ 
rungen an mich ſelbſt erfüllt habe. Ihre 
Weiſung ; wo und wie ich gefehlt habe, 
ſoll mir wegen des daraus zu erhalten⸗ 
den Unterrichts ſo willkommen ſeyn, 
als mir Ihr ge enini und ſchaz⸗ 
bar ift 

Ein Anfänger hat nicht viel noͤchig, 

um mein Buch zu verſtehen. Was er 
wë bat, ift ihm ohnedem nothwendig 

zu wife, wenn er die darin enthaltenen 
| Wahr: 


S 


Swahrhetten brauchen will. Die Theo⸗ 
rie der Gleichungen muſte ich vorausſe⸗ 
ten, da das ganze Buch eine Comb'na⸗ 
tion und Entwicklung von Gleichungen 
/ ſtatt deren ich nur da Analogien qc 
nommen habe „wo ihre Quf imenſe⸗ 
tung leichter Eberſehen werden konnte, 
als die der in ihnen enthaltenen Glei⸗ 
| chungen. Den binomiſchen Lehrsatz ſetze 
ich auch voraus, doch habe ich nech einen 
d» rſuch eines B eweiſes deſſiben ange⸗ 
hängt, wie man ihn auf gebrochne und v. 
verneinte Erdenenten erweitern konne, 
ohne auß den Grenzen der Analysis des 
Endl chen heraus zugehen. Einiges von 
den arithmetiſchen Progreßt onem, das 
" reng" babe ich im Buche ſelbſt | 

mit: 


: mitgenommen, welches deſto mehr néz 
thig war, weil der Gebrauch davon, ſo⸗ 
viel ich glaube, mir ganz eigen gehoͤrt. 
Die Analyſts des Unendlichen habe ich 
vermieden, und ſie nur an zwey Stellen 
gebraucht, wo ſie unentbehrlich war, bey 
der Erfindung des Inhalts eines ſphaͤri⸗ 
ſchen Dreyecks, und den Differentialfor⸗ 
meln fuͤr die Veränderungen ebener und 
ſphaͤriſcher Dreyecke. Die Vergleichung 
der Cirkelbogen mit den trigonometri⸗ 
ſchen Linien habe ich ohne die Differen⸗ 
tialrechnung zu bewerkſtelligen geſucht. | 
| Ucberhaupt habe ich mich bemüht, die 
Saͤtze fo zu ordnen, daß die Beweiſe ut: — 
gleich den Weg der Erfindung enthielten, 
nicht den, auf welchem fie wirklich erfun⸗ 
55 | Un den 


den find, ſondern auf dem fie hatten koͤn⸗ 
nen erfunden werden, wenn man nur 
beym Erfinden den kuͤrzeſten Weg zu 
nehmen pflegte. Ich ſezte mich deswe⸗ 
zen beym Schreiben immer in die Ver⸗ 
faſſung, als wenn ich die Wahrheiten 
erſt zu erfinden hätte, Dadurch machte 
ich mir das Schreiben angenehmer, und 
hofte deſto leichter die Ungleichheiten des 
Zuſammenſtopplers zu vermeiden, und 
das Ganze in einen Ton zu ſtimmen. 
Ich ſchmeichle mir deswegen, daß dieſe 
Schrift von einer Compilation nichts an 
ſich haben ſoll. Verſchiedene Beweiſe 
und Wendungen kan ich mein nennen, 


ob ich es gleich deswegen noch nicht wage, 


fie fúr neu auszugeben. 
Er⸗ 


- 


Erhalten Sie mir, verehrungswůr⸗ | 
dige Freunde, Ihre mir bot fof bar 
ve Sreundfhaft Ich habe die Ehre mit 
der volkommenſten Ergebenheit und 


Hochachtung zu ſeyn 
ET 
banned 
den gten Auguſt 


1770: 


gehorſamſter Diener 


G. S. Kluͤgel. 
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Analyeifche Trigonometrie. 


Erſtes Kapitel 
Von den trigonometriſchen Functionen. 
1 


d ; 
SA Bey den meiften mathematiſchen Unter» 
n ſuchungen über den Zuſammenhang 
:verſchiedener Groͤſſen, die fid) aus 
„einander beſtimmen, koͤmt es haupt⸗ 
REES fachlich) auf die Verbindung der ti» 
Ee nien, der Ebenen und ihrer Winkel 
untereinander an. Die allgemeinen Lehrſaͤtze, wel⸗ 
che die mancherley Arten dieſer Verbindung ent⸗ 
wickeln und darſtellen, ſind es vor andern analy⸗ 
tiſchen allgemeinen Satzen vorzuͤglich, welche mit 
den beſondern Beſtimmungen jeder Unterſuchung 
verknuͤpft, den Weg zur Aufloͤſung bahnen. Ihr 
ausgebreiteter Einfluß macht fie daher ſehr wide 
ig. Wenn man fih ihrer mit Vortheil zu he⸗ 
Sei | am dienen 


2 l. Rape Von den trigonometriſchen 


dienen weiß, ſo kan man weitlaͤuftige Demon⸗ 
ſtrationen kurz und einfach machen, weil man das, 
was in ihnen ſteckt, fuͤr einen einzelnen Fall auf⸗ 
zuſuchen nicht noͤthig hat. Die Wiſſenſchaft, web 
che die Samlung dieſer Saͤtze iſt, heißt die Tri⸗ 
gonometrie, eigentlich die Lehre von der Aus⸗ 
meſſung der Dreyecke. Sie hat aber, wie die 
Geometrie, einen weitern umfang als ihr Nahme 
anzuzeigen ſcheint, und als ihr in den ge 
chen Handbuͤchern gegeben wird, und gegeben 
werden kan. Sie zerfallt in zwey Theile, in die 
ebene und ſphaͤriſche Trigonometrie. Jene be⸗ 
ſchaͤftigt fib. mit geraden Linien, die in einer E⸗ 
denen Ebenen ſich befinden. Die leztere iſt da⸗ 
her zugleich die Lehre von der Lage der Ebenen ge⸗ 
gen einander. "v. n 


velot? e MITTIS II. j "s.t 
Winkel und Linien find ungleichartige Groͤſ⸗ 
ſen, welche mit einander nicht koͤnnen verglich 
werden. Man muß ſtatt der Winkel entweder 
die ihnen proportionalen Bogen des Cirkels, wor⸗ 
auf ſie fuͤr einen gegebenen Halbmeſſer ſtehen, oder 
ſolche Verhaͤltniſſe gerader Linien, woraus die 
Groͤſſe eines Winkels fib. beſtimmen laͤßt, in die 
Rechnung hinein bringen. Jenes kan nicht recht 
wohl anders geſchehen, als wenn die Bogen wie⸗ 
derum mit geraden Linien bequem koͤnnen call 
chen werden, oder wenn die Bogen ohne Ende 
klein ſind; daher iſt die leztere Methode brauch⸗ 
barer, wodurch in der Rechnung nur gerade 
Linien zuſammen kommen. Die geraden Linien, 


deren 


bene liegen, dieſe mit ſolchen, welche in verſchie⸗ 


ÀT 
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deren Verhaͤltniſſe jeden Winkel zu beſtimmen 


dienen, ſind am einfachſten die Seiten eines recht, < 


winklichten Dreyecks. Denn in dem bey 8 
rechtwinklichten Dreyeck ABC (Fig. 1.) ift der Q 
Winkel A beftimt, fo bald man das Verhältnis. Ec 


der Seiten AC: BC, oder AC: AB, oder AB: BC, 
feſtſezt, und umgekehrt. Ein ſchiefwinklichtes 
Dreyeck, worin der Winkel B für einen ver⸗ 
aͤnderlichen A immer derſelbe bliebe, leiſtet dieſes 


nicht allgemein ohne Zweydeutigkeit, und man wuͤr⸗ 


de das Verhältnis zwiſchen ein paar von deſſelben 
Seiten nicht unmittelbar und ſo bequem in das 
erhaͤltnis eines andern Paars verwandeln koͤn⸗ 


nen, als man es bey dem rechtwinklichten ver⸗ 


-> 


"Sp 


mittelſt des pythagoraͤiſchen Lehrſatzes thun kan. 
Deswegen iſt zu der gegenwaͤrtigen Abſicht das 
rechtwinklichte AS repect einzig brauchbar. Es iſt 
gleichguͤltig, wie groß man die Seiten deſſelben 
annehmen will, weil fuͤr denſelben Winkel die 
gleichnahmigen Seiten einerley Verhältnis behal⸗ 
ten, und bey einerley Verhaͤltniſſen der Seiten 
der Winkel A derſelbe bleibt, wie auch die Groͤſ⸗ 


ſe der Seiten veraͤndert werden mag. 
He Ch ii, à 
Das Verhaͤltnis BC: AC oder der Quotient 
Ac heißt der Sinus des Winkels A, der BC. 


e . AB 
gegenuͤber liegt; der Quotient AC ift der Coſi⸗ 


nus des Winkels A, welcher an AB liegt, oder 
| FR vie 


4 1. Kap. Von den trigonometriſchen 


| der Sinus des gegenüberliegenden Winkels C, 
drr von A das Complement zu einem Rechten ift. 


Sr . CB 
Der Quotient AR heißt die Tangente des Wins 
D — E kels A, welcher CB gegenüber und an AB liegt; 
der umgekehrte Bruch Ch ift die Cotangente die⸗ 


ſes Winkels, oder die Tangente des Winkels C, 
des Complements von A. Ich will dieſe Ver⸗ 
haͤltniſſe mit einem allgemeinen Nahmen: trigos 
nometriſche Functionen der Winkel nennen, 
als deren Stelle ſie in der Rechnung vertreten. 
In den Anleitungen zur Trigonometrie pflegen 
die Linien BC, AB, ſelbſt fuͤr die Sinus oder, 
Tangenten, fuͤr die Coſinus oder Cotangenten ge⸗ 
nommen zu werden. Dis zieht eine Verwirrung 
und Unbequemlichkeit in dem Gebrauche der Rech⸗ 
nung nach ſich. Denn die trigonometriſchen Fun⸗ 
ctionen gegebener Winkel erhalten auf diefe Art 
keine beſtimte Wehrte, die ſie doch haben muͤſſen, 
und man muß dieſelben am Ende doch für eine 
unveraͤnderlich angenommene Linie AC oder AB 
berechnen. Auch ſind fi urſpruͤnglich nicht Li⸗ 
nien, ſondern Zahlen, oder die Exponenten gewiſ⸗ 
fr Verhaͤltniſſe, welche die Seiten eines redt- 
SECH Dreyecks für einen gegebenen Winkel 


IV. 
Den Sinus eines Winkels bezeichne man ſo, 
fin. A; den Coſinus, cof. A; die Tangente, 
tang. A; die Cotangente, cot. A, ſo hat man 
dieſe Grund formeln. Neu EE. 


Functionen. 3 


BC 
P ZK A 
) A6 fin. A 


* iaaa 
2 RE 2 . 4 
82 coſ. A 


S A ſin. A 
n rel 

und tang. A. cof. A = ſin. A. 
4) erh = : 


> 


— 


fin. A tang. A 
und fin. A. cot. A = cof. A. 
o fin. A: I. cofA* 1 
ns AB? AC* 
wei —— —— om — SC Be 
FCC 
Man pflegt auch noch die Secanten und Coſecan⸗ 
ten unter die trigonometriſchen Functionen zu 
zahlen. Sie find. aber überflüfig. Die Se⸗ 
HN eines Winkels A ift nichts als der Quotient 
OBERE : : 
1 A) und abe ri der Quotient 
AC sende Eben fo iſt der Sinus lun 
| E ˙ ador MN 
nur ein abgekuͤrzter Ausdruck für z coſ. A. 
d | 


Wenn die Hppotenuſe AC für die Einheit ges 
nommen wird, fo druͤkt BC den Sinus des Wins 
kels A, und AB dtes Coſinus aus. Ko 
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6 L Kap. Von den trigonometriſchen 
aber AB die Einheit, ſo ſtellt BC die Tangente 
des Winkels A dar, und AC deſſelben Secante. 
Man beſchreibe mit dem Halbmeſſer AC =I den 
Cif DFAD, (Fig.2.) falle von einem willkuhrli⸗ 
chen Punkte deſſelben C das Perpendikel CB auf 
den Halbmeſſer AD, fo fellt BC den Sinus des 
Winkels CAB oder des Bogens CI) dar, wel⸗ 
cher für den Winkel gebraucht werden kau; und 
AB, das Stuck des Halbmeſſers, das von BC 
abgeſchnitten wird, druͤkt den Coſinus dieſes 
Winkels aus. Man ziehe durch den Punkt B. 
ei den Cirkel die Beruͤhrungslinie DE, welche 
von der verlängerten AC in E geſchnitten wird, 
ſo ſtellt DE die Tangente des Winkels A dar, 
weil die Kathete AD die Einheit iſt, und AE wird 
die Secante, weil AB: AC — AD: AE oder 


i Man ziehe den Halb⸗ 


: I 
ZS AR eat A 77 uud 
meſſer F ſenkrecht auf AD, und CH ſenkrecht 
auf FA, fo wird CH = AB = dem Sinus CAF 
oder dem Coſinus CAD; durch F ziehe man die 
Beruͤhrungslinie GF an den Cirkel, welche von 
AC in G geſchnitten wird, und es druͤkt GF die 
en ente von CAF oder die Gotangente von 
CAD aus. Die Linie AG wird die Secante 
von OA F oder die Coſecante von Ca). 
| enn der Winkel —o ift, oder wenn C in D 
fälle, fo wird der Sinus und die Tangente So, 
und der Coſinus r. Fuͤr zunehmende ſpitze 
Winkel waͤchſt der Sinus und die Tangente, der 
Coſinus nimt ab. Wenn der Winkel ein KEN 


ETE Functione. 7 


| In? Sinus = und heißt der Sinus 7 75 


die andern Brüche find, der Loſtnus wird 

und die Tangente ohne. bi db d ie Gut? 
gente ohne Ende klei, oder —o , Wi Oieſes ſo⸗ 
wohl gus der Betrachtung der Figur, als der 
Formeln (1 - 4) erhellt. une 

Da es gleichgültig iſt , welchen von den beiden 
Nebenwinkeln, DAT oder CAd, man für den 
Winkel der Linien Ded und CA nehmen will 
ſo muß ditſe Zweydeutigkeit, welche die Gromer 
tris nicht entſcheidet, auch in die Rechnung uͤber⸗ 
getragen werden, wenn ſie allgemein ſeyn ſoll⸗ 


4 y 


recht auf Ad, (o iſt das Verhältnis cbt Ac gleich 


Tee 


> 


dem CB: ACH und der Sinus des ſtumpfen 


Winkels iſt in aller Abſicht mit dem Sinus des 


Complements zu zwey Rechten einerley. Auch⸗ 
ift der Quotient Ab: Ac dem AB: AC der Grife 
ſe nach gleich, aber wegen der entgegengeſezten 
Lage der Linien Ab; AB, bekommen fte eine ent⸗ 
gegengeſezte Beziehung, und werden daher durch 
die Zeichen T, — zu unterſcheiden Deg. Ob! 
es zwar gleichgültig iſt, welchen von beiden mat 
als bejaht oder verneint betrachten will, ſo pflegt · 
man doch den Coſinus des ſpitzen Winkels bejaht; 
den Coſinus des ſtumpfen, der ſein Completnent 
ift, verneint zu nehmen. Für eben dieſen Winkel 
cAd, ziehe man au d die Tangente de, welche 


von CA in e geſchnitten roird, fo iſt wiederum der 


Quotient ed: Id dem ED: AI gltich, aber ents 
gegenſezt, weil die Diviſuren Ad. und AD entge⸗ 
ins A 4 l genge⸗ 


$ J. Kap. Von den trigonometriſchen 
gans Lagen haben. Die Tangente eines ſtum⸗ 
pfen | te des fpi 
tzen Complements bejaht ift. Dis fimt damit 


überein, daß tang. A — a und alfo ver⸗ | 


f. A 


neint ift, wenn cof. A verneint wird, wie es für 


ein ſtumpfes A geſchicht. Verſchiedene gelehrte 


inkels ift alſo verneint, wenn die des ſpi⸗ 


Mathematiker haben fic) durch die gleiche Grofe 


und aͤhnliche Lage der Linien ed, ED verführen 
laſſen, die Tangenten der ſtumpfen Winkel für 

poſitiv zu erklaͤren. Man muß aber, wie ſchon 
oben erinnert iſt, nicht die Linien ED, ed ab⸗ 
ſolute fuͤr die Tangenten nehmen, ſondern die Quo⸗ 
tienten ED: AD, ed: Ad, welche von entgegen⸗ 
geſezter Beziehung ſind. Auch lehret die Analy⸗ 
ſis, daß der Uebergang von dem bejahten zum ver⸗ 
meinten auf zweyerley Art geſchehen kan, erſtlich, 
wenn durch die beſtaͤndige Verminderung eine 
Groͤſſe Nichts und folgends verneint wird, oder 
zweytens, wenn ſie, nachdem ſie ohne Ende ge⸗ 
wachſen iſt, wieder abnimt. Die Cotangente 
Fg eines ſtumpfen Winkels D Ac ift wie die Tan⸗ 
gente negativ. Sie hat offenbar eine der Cotan⸗ 
jente FG des ſpitzen Complements entgegengeſezte 


age. 921 e Jd 4 ; 
Man nehme den Winkel DAQ dem DAC entz 
gegengeſezt, aber gleich, ſo wird das Perpendikel 
welches von dem Endpunkte Q, des Bo⸗ 
gens DQ — — DC auf AD gefaͤllt wird, dem 
poA gleich aber entgegengeſezt. Ä 


enten 


Chen fo der Quotient OB: AC. dem Det, 


`" gmitin o 


enten BC: AC, oder die Sinus gleicher entge⸗ 
gengeſezter Winkel oder Bogen ſind gleich und ent⸗ 
gegengeſezt. Die Coſinus ſolcher Winkel ſind 
aber gleich und von e da AD 
fúr beide dieſelbe Lage hat. Die Tangenten dies 
ſer Winkel ſind wie die Sinus gleich und entge⸗ 
Soe, Cas von pigen entgegengeſezten Win⸗ 
eln gilt, gilt ebenfalls von dergleichen ſtumpfen. 
DAc, DAP. Rechnet man die Winkel immer 
von D nach C zu, fo hält man die neautiven: 
Winkel DAP oder DAQ , wenn man bie poji 
' fíom2R»RdAP oder 2 R c dAQ , Dos ift; 
ihre Complemente zu vier Rechten poſitiv nimt. 
Die trigonometriſchen Functionen dieſer, uͤber 
zwey Rechte groſſen, poſitiven Winkel find alfo eiz 
nerley mit denen, die zu ihren Complementen zu 
bier Rechten gehören, wenn man dieſe Comple⸗ 
nente negativ nimt. In dem dritten Quadran⸗ 

ten ſind folglich die Sinus und Coſinus verneint, 
die Tangenten bejaht, in dem vierten ſind die 
Sinus und Tangenten verneint, und die Coſinus 
bejaht. Ferner werden daher die Sinus und 
Tangenten und Cotangenten der Winkel, deren 
Summe vier Rechte ausmacht, gleich aber ent⸗ 
gegengeſezt, ihre un . und gleichnahmig. 


Die Schluͤſſe des vorhergehenden Artikels laf 
ſen ſich in dieſe Formeln faflen; n 
6) fin, A—sp fin. (2 R—A)= Hcoſ. (R — A). 

Seo ein, (2 R. A) -= cof. (REA) ^ 

fm. (4R-—ÀA)——cL(3R-—A) > 

E Pg. Kc. (GR A) à 
25 7) cof. 


SN 4- CH 3 RO 
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es Ch (R- gë fin: (R=) 
=— cof. (2 RN fin. (R A), 
= =h cof (4 RA) = =—fn.(3R—A), : 
In. GREBAN 
» tg: ee GR- I cot. (N A 
tg. (R A) = cot. (RH 
tg. GRAJE cot. (R 
- cot. (RA) 
In dieſen Formeln liegt der Grund, daß die Rech⸗ 
nung alle verſchiedene Falle, welche die Geome⸗ 
trie unterſcheidet, und ſie beſonders vornehmen 
muß, in eine einzige ets faſſen Lan, die aus 
der Betrachtung eines einzelnen Falles hergeleitet 
wird. Eine gerade Linie kan gegen eine andere 
zwey gleiche entgegengeſezte Lagen haben, wie: die 
Linien GP und Os gegen Dd; (F. 2.) Beſtimt man 
dieſe Lagen durch die Winkel von demſelben 
Schenkel nach einerley Gegend zugenommen, ſo⸗ 
geben dieſe zwey gleiche entgegengeſezte Lagen 
vier Winkel, deren trigonometriſche Functionen 
gleich, aber je zwey und zwey einander entgegen⸗ 
geſezt ſind. Dieſe F Goitian gehen = enger: 
gengeſezte über, fo wie die Linien, deren Verhaͤlt⸗ 
niſſe ſie ausdruͤcken, oder die Katheten des — 
winklichten Dreyeks, worin zwey Seiten die faz. 
ge jener Linien haben, eine entgegengeſezte Lage 
bekommen. Alſo werden die Veränderungen, die 
hiedurch in der ore Zuſammenſetzung 
aller andern Linien entſtehen, die von dieſem Win⸗ 
kel abhangen, in ihrem algebraiſchen Ausdruck 
gleichfoͤrmig vorgenommen, in dem man zu fol- 
ge Ze eegen (6 8 Die Zeichen der trigono⸗ 
— metri⸗ 


Functionen. u 


metriſchen Functionen gehoͤrig aͤndert. Im folgen⸗ 
den et 8 Bepſpieke dieses eser 


VII. 


Die EEN zu einer leichten Were m 
trigonometriſchen Functionen fuͤr ſeden Winkel 
kan erſt im folgenden gelehrt N Doch mag 
folgendes vorlaufig dienen, um einzuſehen, wie 
man aus den Sinus und Coſinus der einfachen 
Winkel, die Sinus und Coſinus der doppelten, 
und umgekel jtt findet. Man beſchreibe mit dem 
Halbmeſſer AC= (Fig. 30 den Halbritfef CDR, 
worin DE der Sinus des Winkels CAD , der 
ſchlechtweg mit & bezeichnet Ka und EA tefie elben 

pofitus iſt. Man Vir. auf di Chorde CD das 
E ‚AP, fo ift CF ED Der Sinus des 

inkels CAE = COD, und FA deſſen Gott ` 
a Bang ziehe man nad) bem Endpunkt, B des 

Durchmeſſers CAB die Chorde BD, fo i dieſe 
wegen des rechten Winkels bey D ‘parale el mit 
FA, und, well OB = CA, ſo iſt DB = 2 EA. 
Die aͤhnlichen Dreyecke Ac und DCE, geben 
die Analogie AC:CF CD; HE ease rfin tA 

Da ſin. 2A: I coſ. A] das iſt 
ana 2 (lin. er ee 
Eben ſo iſt in den —€— Dreyecken CAF, 
DBE, CA: AF DB: EB, er i: SH I Ax 
B TA: 1. coſ. A, das d | 
N "aco FA)? io en wem 
Ferner AC CF —DB: "DE, oder D fins a= 

aroha A; fin. A das iſt Vë 
E fin A 2 fiu. 2A. AS 
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Der Sinus eines Winkels iſt die halbe Chorde 
des doppelten Winkels. Da nun die Geometrie 
die Seiten des ordentlichen Vierecks, Fuͤnfecks 
und Sechsecks liefert, fo find deren Hälften die 
Sinus der halben Centriwinkel, aus welchen man 
auch die Coſinus dieſer Winkel findet. Durch die⸗ 
ſe findet man vermittelſt der gegebenen Formeln 
die Sinus und Coſinus von den Haͤlften der hal⸗ 
ben Centriwinkel, und ſo immer ohne Ende fort. 
Die Berechnung iſt aber muͤhſam und nicht zu⸗ 


laͤnglich. 
Mol VIII. l 
Zum Gebrauche nehmen wir die Sinus, Go 
ſinus und Tangenten als gefunden an, wie ſie in 
den trigonometriſchen Tafeln berechnet ſind. In die⸗ 
ſen hat man die Zahlen, welche als Sinus und 
Tangenten zu jedem Winkel geordnet ſind, fuͤr 
die Zaͤhler von Bruͤchen anzunehmen, deren ge⸗ 
meinſchaftlicher Nenner 10000000 (in den ge 
woͤhnlichen Tafeln) oder uͤberhaupt der Sinus 
von 9o? ift. Dis gibt den Sinus totus — r, 
Daher ſind die Logarithmen aller Sinus, Coſi⸗ 
nus, und aller Tangenten von Winkeln unter 
45° eigentlich verneint; man hat ihnen allen aber 
10 geliehen, um die Unbequemlichkeit des Zeichens 
(zu vermeiden. Die Logarithmen der Tangenten 
von Winkeln uͤber 45°: find poſitiv, weil ihre 
Zahlen groͤſſer als Eins ſind. Der Gleichfoͤr⸗ 
migkeit wegen hat man ihnen auch 10 geliehen. 
Wenn man daher in der Rechnung den Logarith⸗ 
men eines Sinus u. d. g. bekoͤmt, ſo hat man 
immer 10 zu ihm zu addiren, wenn man Gin 
UE A | en 
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den Tafeln aufſuchen will. Koͤmt nun zu dem 
Logarithmus eines Sinus aus den Tafeln ſo viel 
hinzu, daß die Summe über 1o wird, fo werden 
die geliehene Zehn wieder weggeworfen. z. E. 
der Logarithme von 1000, fin. 35° iff 3 d 
917585913 = 2,7585913, wozu naͤchſtens die 
Zahl 573, 5 gehört. Wenn man den Logarith⸗ 


1000 
men von "Sep finden wollte, fo muß man zu 
In 


dem Logarithmen des Dividendus 10 addiren, 
weil der Logarithme des Diviſors um 10 zu groß 
genommen ift. Die Rechnung gibt, 104.3 — 
9,7585913 = 3,2414087, wozu naͤchſtens die 
Zahl 1744 gehoͤrt. Wenn ein Sinus in einen 
andern Sinus, Coſinus oder Tangente multi⸗ 
plicirt wird, ſo wirft man von der Summe der 
Logarithmen einen Zehner weg. Z. E. Da 
fin. 2 A 2 fin. A. cof. A ift, (VII) fo nehme 
man aus den Tafeln 

log. fin. 36° = 9, 7692187 

log. cof. 360 = 9, 9079576 

log. 2 = Oj 3010300 

die Summe ift 19, 9782063 | 
du oder 9, 9782063 l. fin. 42» 
Eben fo verfährt man, wenn man die Logarithmen 
von Potenzen der Sinus und Tangenten ſucht. 
Die vielfachen von 10, welche in der Charakteriſtik 
ſind, wirft man weg. Denn die Zehn, welche 
man dem Logarithmen des einen eg des Pro⸗ 


ducts geliehen hat, muß dem Defect in den Loga- 
D (CIO EEN 
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rithmen der uͤbrigen Factoren aushelfen, welchen 


man daher nichts zu leihen braucht; oder, wenn 
man ihnen geliehen hat, ſo wirft man aus der 
Summe das geliehene weg. Weil nach (VII) 
2 ſn. (A) - coſ. A. ſo nehme man 6, 
und ſuche 2ſin. 1 A)? , | | ei 

| fin. 369 — 9, 7692187' 

log. (fin. 360) = 9r 5384374 
log. 2 , 3010300 

log. o, 691 = 9, 8394674 DS 

alſd 1—0, 691 = 0,309 cof. 72° gaͤchſtens. 
Man muß wiſſen, daß man, den Logarithmen 
eines Decimalbruchs zu finden, dem Logarithmen 
des Zaͤhlers einen Zehner leihet, daher bekoͤmt der 
Logarithme eines ſolchen Bruchs zur Charakteri⸗ 
ſtik eine Neun, wenn er Zehntheile enthaͤlt, eine 
Acht, wenn ſeine hoͤchſte Zifer Hundertheile ſind, 
u. ſ. w. Auch ift noch zu bemerken, daß, wenn 
man den Logarithmen zu dem Quadrat eines Si⸗ 
nus oder überhaupt eines Decimalbruchs hat, und 
den Logarithmen der Wurzel finden will, man 
vor der Halbirung einer Zehner addiren muͤſſe. 
Denn wenn man den Logarithmus verdoppelt, 
um den Logarithmen des Quadrats zu haben, ſo 
wirft man einen Zehner weg. Alſo muß man, 
um den Logarithmus der Wurzel durch die Hal⸗ 
birung ruͤkwaͤrts zu bekommen, vorher dieſen weg⸗ 
geworfenen Zehner hinzuthun. Bey den hoͤhern 
D w verfaͤhrt man auf eine aͤhnliche Art. 
Der Logarithme zu dem Cubus eines Decimal⸗ 
Tune | RN bruchs 


sc ro” EN 


bruchs iſt der dreyfache ber Wurzel, um zwanzig 


vermindert; und der Logarithme der Wurzel iſt 
ein Drittheil des Logarithmen des Cubus, der 


vorher um 20 vergroͤſſert ift. u. ſ. en AE 


Wenn Winkel ſelbſt in die Rechnung hinein⸗ 
kommen, fo muß man für ſie die Bogen nehmen, 
welche ihr Maaß ſind, und deren Laͤnge in Thei⸗ 
len des Halbmeſſers, der die Einheit iſt, ausge⸗ 
drückt wird. (Fig. 4.) Für den Winkel BAC bez 
ſchreibe man mit dem Halbmeſſer AB = r den 


Bogen BC, ſein Maaß. Die Laͤnge dieſes Bo⸗ 


ét in Theilen des Halbmeſſers bezeichne man 
urch O, fo bezeichnet dieſes O auch den Winkel 
BAC. Wuͤrde der Winkel durch einen andern 


Bogen DE — o fuͤr den Halbmeſſer AD Der ge 


melen, fo muß man den Winkel DAE = DAC 
durch e bezeichnen. | Denn es iſt AD AB — 
ED: Ch oder r: 1: O, alſo iſt die Gröſſe 
des Winkels 2 SS und a =r. Hier ift nur 
von der Bezeſchnung die Rede. Die Winkel 


wuͤrklich ſo zu meſſen, wie hier vorgeſchrieben 


wird, ſezt voraus, daß man die Laͤnge der gan⸗ 
zen oder halben Peripherie in Theilen des Halb⸗ 
meſſers, fo genau als erfodert wird, angeben koͤn⸗ 


ne, welches unten gelehret werden wird. 


Sonſt beſtimt man die Lage zweyer Linien ge⸗ 
gen einander durch das Verhaͤltnis ihres SC | 
Ue, T | els , 
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kels zu einem Rechten. Man gibt dem Rechten 
neunzig gleiche Theile. Dieſe Eintheilung iſt zur 
Verfertigung der Inſtrumente ſehr bequem, uͤbri⸗ 
gens iſt ſie ganz willkuͤhrlich, und in Rechnungen, 
wo Winkel hinein kommen, nicht zu gebrauchen, 
weil man zweyerley Einheiten bekaͤme, wenn man 
den Halbmeſſer und alle übrige Linien nicht etwa 
auch durch dieſe Theile des Quadranten meſſen 
wollte. Man muß alſo die Bogen, welche das 
Maaß der Winkel ſind, durch die einmahl ange⸗ 
nommene Einheit meſſen. 

Es bedeute die halbe Peripherie fuͤr den Halb⸗ 
meſſer = 1, Q einen Winkel oder den zugehoͤri⸗ 
gen Bogen Dir eben dieſen Halbmeſſer, und n die 
Anzahl der Secunden, welche dieſer Winkel ent⸗ 
haͤlt, fo hat man die Analogie 648000: n— 7:4. ; 
Die halbe Peripherie enthält 648000 Secunden. 
Folglich iſt $ u 
WERE KSC? 

648000 
o arg 
7 


Wenn bet Bogen zum Halbmeffer nicht die Eins 
heit bat, fo nenne man den Halbmeſſer r, den Bo⸗ 
gen e, und es iſt, wegen Q — T 
nrz be 
648000 hu 

648000 


120 D SS — 2 


zr Die 


11) „ 


— 
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Die Dimenſion einer Groͤſſe ift die Menge der 
Factoren, worin ſie wuͤrklich, oder in Gedanken 
zerfällt wird. Z. E. Es bedeuten a, b, einfache 
Groͤſſen, die in keine Factoren zerfallen, fo hat 


aab drey Dimenſionen; aber von a? oder (aa) 
ift die Dimenſton ein Zweydrittheil, weil das 
Product aus zwey einfachen Factoren, aa, wie⸗ 
der in drey gleiche zerfaͤllt werden foll. 


So iſt abb, ein Product von der Dimenſion 
Achtdrittheil. Die Summe aller Exponenten von 
den Factoren eines Products zeigt die Dimenſion 
deſſelben an. Die Dimenſton eines Diviſors iſt 
negativ zu nehmen. Zahlen haben keine Dimen⸗ 
fion. Sie zeigen nur bloß an, wie oft eine gewiſ⸗ 
fe Groͤſſe in der Rechnung vorkoͤmt. Die trigo 
nometriſchen 1 als Zahlen, haben auch 
keine Dimenſion. Will man ſie aber von den 
Zahlen, die mit ihnen in der Rechnung vorkom⸗ 
men, unterſcheiden, und ihre Dimenſionen zaͤh⸗ 
len, ſo muß man die Verhaͤltniſſe der Linien, wel⸗ 
che ſie anzeigen, durch die Linien ſelbſt, nicht auf die 
abgekuͤrzte Art, wie bisher geſchehen, ausdruͤcken. 
Es fey (Fig. 2.) der Halbmeſſer AC r, das Perz 
pendikel BC s, AB c; die Tangente DE it, 

j N S C , t 
fo ift fin. A=—; co. A=; tang. Ac 
ees : 


H 


= 


E. . t , er? 

Dieſe Wehrte o muͤſſen für fin A xc. 

geſezt werden, damit dieſe Groͤſſen in der Rech⸗ 
| ^ B nung 


455—— 
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nung auch der aͤuſſern Form nach als Zahlen er⸗ 
ſcheinen. Nemlich das Verhaͤltnis f Z, ift eine 


bloſſe Zahl, unb fo die übrigen. Aber S, c, t, r, 
find Linien, von welchen man Dimenſionen zaͤh⸗ 
len kan, und es ſtellen nach dieſer Subſtitution, 
s, e, t, den Sinus, Coſinus und die Tangente, 
für den Halbmeſſer r berechnet, vor. 5 
Oder man kan r fin. A, r coſ. A, r tang. A 
ftatt fin. A etc. ſchreiben, und diefe zuſammenge⸗ 
ſezten Ausdruͤcke fuͤr die Zeichen einer einfachen 
Groͤſſe nehmen, welches noch leichter iſt, und mit 
jener Subſtitution auf eins hinauskoͤmt. Man 
muß nur acht haben, daß jeder Theil der Glei⸗ 
hung durch dieſelbe Potenz von r multipliciret 


Zweytes Kapitel | 
Analyſis der geradlinichten Dreyecke. 
. L 
Wir wollen izt die Gleichungen zwiſchen den 
Seiten und Winkeln eines geradlinich⸗ 
ten Dreyecks aufſuchen. In dieſem beſtimt ſich 
cus drey Stücken, die nur nicht alle Winkel ſeyn 
muͤſſen, jedes der drey uͤbrigen, den Fall ausge⸗ 
nommen, wenn zwey Seiten BC, AC, (P1856) 
nebſt dem Winkel B, der AC gegenüberfteht, gie 
geben find, in welchem es zweydeutig bleibt, ob 
AC auf die eine Seite des Perpendikels OD, wie 
Fig. 5., oder auf die andere wie Fig. 6. e , e 
eeu. F ES aher 
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daher der Winkel A ſpitz ober ſtumpf, und C die 
Summe oder der Unterſchied der Winkel BCD 
und ACD ſey. Aber die Gleichung zwiſchen Diez 
fen. drey Stücken nebſt A oder C muß nur fo bez 
ſchaffen ſeyn, daß ſie ebenfalls dieſe Zweydeutig⸗ 
keit nicht entſcheide. Die drey gegebenen Stuͤcke 
und das eine geſuchte ſind entweder zwey Seiten 
und die beiden gegenuͤberſtehenden Winkel; oder 
zwey Seiten und zwey Winkel, deren einer von 
dieſen Seiten eingeſchloſſen wird; oder drey Sei⸗ 
ten und ein Winkel. Aus drey Winkeln folgt 
zwar nichts fuͤr jede der Seiten; es beſtimt ſich 
aber jeder aus den beiden andern. Fuͤr die ver⸗ 
ſchiedenen Verbindungen zwiſchen den Seiten und 
Winkeln eines Dreyecks muß es alſo drey Glei⸗ 
chungen zwiſchen je vier Stuͤcken deſſelben geben, 
worunter aber nicht alle Winkel vorkommen muͤſ⸗ 
ſen. Fuͤr die trigonometriſchen Functionen der 
Winkel muß noch eine beſondere Gleichung ge⸗ 
ſucht werden. " SS oe 


Man bezeichne in dem Dreyeck ABC die Wins 
kel durch die Buchſtaben A, B, C, (Fig. 5. und 6.) 
die an den Scheiteln derſelben ſtehen. Die ihnen 
gegenuͤberſtehenden Seiten bezeichne man durch 
a, b, c. Man faͤlle von C das Perpendikel CD 
auf AB, welches entweder innerhalb oder auſſer⸗ 
halb des Dreyeks faͤllt. In beiden Faͤllen hat 
man die Analogien, | 
| AC: CD =: ſin. A 

CD: BC ſin. B 1 (1) 


: alſo AC:BC= fin. B: fin. A. Weil 


- 
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Weil der Sinus eines ſtumpfen Winkels ganze 
lich derſelbe mit dem Sinus des ſpitzen Comple⸗ 
ments iſt, ſo laͤßt die Rechnung ebenfalls das 
unbeſtimt, was die Geometrie nicht entſcheidet. 
eus erſte der geſuchten Gleichungen ift folglich 
ieſe, | | 
tr. 13) b fin. A — afin. B 


worin man aud) für A und a oder B und b, den 


Winkel C und die Seite e ſetzen kan. 
; III. ^ 


Wieiter ift (F. s.) CD—b fn. A,AD — beſ. A, 


| GC CD 


F | 
alſo tang. B = px welches die zwey⸗ 


te der geſuchten Gleichungen iſt. Sie iſt allge⸗ 
mein, der Winkel A mag ſtumpf oder ſpitz ſeyn. 
Wenn er ſtumpf ift, fo ift BD = BA N AD. 
Weil aber col. A alsdenn negativ ift, fo wird 
= b cof. A in der Gleichung poſitiv. Dies iſt 
ein Exempel zu der Betrachtung Kap. I. VI. Fuͤr 
ein ſtumpfes A bekoͤmt die Linie AD eine entge⸗ 
gengeſezte Lage, und wird addirt, aber ihr Wehrt 


b cof: A verändert in dem algebraiſchen Ausdruck 


alsdenn ebenfalls ſein Zeichen. 

Wenn in dieſer Gleichung A und B ſich unter 
den gegebenen Groͤſſen befinden, ſo hat man 
den dritten Winkel C auch, und es ift beques- 
mer, dieſen in die Rechnung zu bringen, um 
dadurch nach (13) b oder e zu finden. Wenn A 

| | geſucht 
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geſucht wird, ſo muß man den fin. A oder cof A 
herausſchaffen, indem man fuͤr den einen feinen 
Wehrt durch den andern ausgedruͤkt fest. Daz 
durch bekoͤmt man Wurzelgroͤſſen in der Glei⸗ 
chung, welche herauszubringen die Gleichung qua⸗ 
drirt werden muß, die dadurch eine quadrati⸗ 
ſche wird, worin der Sinus oder Coſinus des 
Winkels A zwey Wehrte bekoͤmt. Dis iſt der 
Fall, da zwey Seiten und der eine gegenuͤberſte⸗ 
hende Winkel gegeben find, und der eingeſchloſ⸗ 
fene aefücbt wird, Für welchen die Geometrie zwey 
Wehrte liefert, ein Beyſpiel, wie die Rechnung 
alle Fälle der geometriſchen Zuſammenſetzung in 
eine Formel faſſen kan. Wenn B geſucht wird, 
fo ift die Formel am brauchbarſten. Um fie bee 
quem zur Anwendung zu machen, veraͤndere man 


fie folgen dergeſtalt. et | x 
14) cot. B= 3 cor. A 


b H AN fnA bfnA 
(4) oder wenn man C ſucht, 


cot. C tem 


C Un. 

Dieſe Formel dient, aus zwey Seiten mit dem 
eingeſchloſſenen Winkel jeden der uͤbrigen zu fin⸗ 
den. Fuͤr dieſen Fall pflegen gewoͤhnlich die Lo⸗ 
garithmen der Seiten gegeben zu ſeyn, daher die 
Formel ſehr bequem zur Rechnung iſt, bequemer 
als die gewoͤhnliche, welche man in den Elemen⸗ 
tar⸗Einleitungen zur Trigonometrie fur dieſen 
Fall findet. Wenn A ftumpf ift, fo wird cor A 
addirt. Iſt der Re Theil groͤſſer xpi 

j 3 | te 


cot. Å 
ro 
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mog fo zeigt dis an, daß B oder C ftumpf ` 


Man ſucht alsdenn den Winkel, der zu der 
verneinten Cotangente, als poſitiv betrachtet, ge⸗ 


hoͤret, und addirt 902 dazu, fo wie man, wenn 


fie pofiti ift, fie als Tangente betrachtet, und den 
ch gehörigen Winkel von 90° qi (8) 
ge E ES 

ST CBqu = CDqu #BDqu, fo ift aa = 
bb (fin. A)? Hce Abc. cof. A p bb(cof. A)* 
= bb — bc. cof. A cc, (5). ch) dritte der 
geſuchten Gleichungen iſt alſo Ze 

15) Ar bb—2bc.cof. Ace 
Wenn a, d, A gegeben find, fo wird c durch eine 
quadratiſche Gleichung beſtimt, und bekoͤmt alſo 
zwey Wehrte, wie es durch die ders Con⸗ 
ſtruction auch bekoͤmt. Eben fo b, wenn a, c, A 
gegeben find. Wenn b, c, A gegeben ſind, ſo 
findet man durch die Formel das Quadrat der 
dritten Seite, wovon die Wurzel poſitiv zu neh⸗ 
men iſt, weil bey den Seiten des Dreyecks die 
Betrachtung des negativen wegfaͤllt. Fuͤr ein 
ſtumpfes A if. BD = BAF AD, der negative 
Theil der Gleichung wird daher positiv, wie er 
es a wegen des negativen Wehrtes von cof. A 
wir 

Aus drey Seiten jeden der AM zu a 
dient eben diefe Gleichung. Sie gibt 

16) cof. A= bb cc — aa 


TII E cnp 


Diefe Gleichung ania en r nod) zur Rechnung be⸗ 


quemer eingerichtet werden. x 
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V. | 
bb abe d cc aa 


Es if 1 en mm 
(RO aa BACK er a) ( (b rR c — 2) 
qi 5s E ` abc 


— bb be — c 
und 1 — cof A = ET 


ab | bc C rest 


— 


; A2dbe T v 20d. 
alfo (K. 1. VIT.) 
1) (cof. x Ay — (b — Be JA 
c 


18) (fin. ! Ay = SIERT = ＋ 0 


auch, 1 0 cl, A) (1 —cf. "Zë =: UE AY 


19) (n. Al SEN Ss Ta) (bdc—a) (ale). 
be: jh 


vl 
Weil das perpendikel CD=b fin. A, (o ift 
20)CD— v(b 3 — b 


und das Segment der Grundlinie, wache 
an A liegt, AD b col. A oder 
i5 Ap P Eee aas 


2c Ane 
B 4 | eub - 
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auch der Inhalt des Dreyecks az AB. CD. 

= be fin. A, oder | 

220Area = 7 (o era) gäe kA | 
(a- bc 


VII. 
ds. ſchrebe iin bet raten Formel, cot. B 
— für c: 9 DC | 


SES 3 e A 
tB 
fin. Baus (13), 8 erhält man cot. f > 
fin. C 881. A 


— Lande wenn man m 
fin. B fin. Asdafın. A ; ` 


fin. B. fin. A multiptt HB cof. B. fin. A sf n. C 
— cof. A. fin. B, oder 

23) fin. C in. A. cof. B. in. B. coſ. A 
welches die vierte der geſuchten Gleichungen, die 
zwiſchen den EE Functionen der 
Drey Winkel, ift. 

Weil auf eben die Art, die Winkel C unb A 
verwechſelt, fin. A= fin. C. cof. B ſin. B. coſ. C, 
fo ſetze man in dieſer leztern Gleichung für fin. Ei 
feinen Wehrt, unb fie wird dieſe, lin. A = 
In.A (c£ B)* ꝙ fn. B.cf. A. cf.B. ¶ fin. B. cof C. 

— fin. A—fin.A (fin. B)* #&fin. B. cC A. c£ B 

sp fin. B. co. C oder o — — fin. A. fin. BB 

Cof. A. cof. B cof. C oder 

2344) cof. C=fin. A. fin. B. tok A cof. B 
welche Gleichung ein veränderter Ausdruck der 


nf PEERI ift, Ge 
Die 
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Die vier gefundenen Gleichungen enthalten al⸗ 
les, was uͤber die Verbindung von geraden Li⸗ 


nien und Winkeln, die ſich aus einander beſtim⸗ 


men, geſagt werden kan. Aus ihnen mus auch 
alles hergeleitet voerden konnen, was man zur 
Beſtimmung ſoldher Groͤſſen braucht, die von 
jenen Linien und Winkeln unmittelbar abhaͤngen, 
wie in VII. Per pendikel, Segment und Flaͤche 


waren, oder die aus allen dieſen Groͤſſen, auf 


welche Art es ſey mit einander verbunden, zuſam⸗ ; 
mengeſezt werden. Wena die Lage und Gröffe 
der Linien noch von. andern Umſtanden abhaͤngt, 
fo wird man, um zu einer Y une aller zu⸗ 
ſammengehoͤrigen Griffen zu gelangen, diefe Glei⸗ 
chungen mit den. befondern. Biſimmungen uw 
Gerbe zu verbinden haben. Ge 
VHE 
Zur Erläuterung des arithmetiſchen Gebrauchs 
der e Formeln dienen folgende Exempel. 
Exempel. Es wird gegeben log. AD — 
SEN log. AC —3,6752283, Arg 40. 
Man ſucht den Winkel B. Die Rechnung ift dieſe⸗ 
l. b = 3,6752283 
t fin. A 27 8080675. 


. 314832958 (I. Kap. VII) 
Le „2 3,8976821 : 


— — —À 


94143863 —log. 2, $964 F 
cot. 409 = HI 191798 2 
tang. 54 33 f = 1,4047 
und B 35e 263. Se 


B 7... Denn 
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Wenn man mit den Tangenten ſelbſt rechnet, fo 
muß man in den Tafeln immer 7 Zifern von der 


rechten Hand nach der Linken zu abſchneiden, weil 


der beſtaͤndige Nenner 10000000 ift. Bleibt 
noch eine oder mehrere Zifern uͤber, ſo ſind dis 
ganze. Und umgekehrt, wenn man eine Tan⸗ 
gente hat, die aus einer ganzen Zahl nebſt anhaͤn⸗ 
genden Decimalzifern beſteht, ſo muß man in den 
Tafeln eine Tangente ſuchen, die dieſe ganze Zahl 
nebſt 7 Decimalzifern dahinter enthalte, welche den 
gegebenen am naͤchſten kommen. 5 | 
ares Exempel. Man foll für eben dieſe Stuͤk⸗ 
ke die dritte Seite BC finden. week 
Aufl. Entweder ſuche man zuerſt den Winkel 
B, und alsdenn AB durch (13), oder man bez 
diene fich der Formel (15) , welcher man aber zur 
Beguemlichkeit der Rechnung dieſe Geſtalt zu ge⸗ 


b c j 
ben hat, aa=bc Be ＋ 5 2 cof. A), und die 
Rechnung wird folgendergeſtalt gefuͤhrt. 


lb = 3,6752283 
lc = 3,8976821 


iic EE | 
i~ = 9,7775462 = log. 0,5992 — 


c | | 
dem = 92224538 log. 1669 
! 2,2682 — 


e 
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9,8669368 = log. 0,7361 


| lbe = 7,5729104- 
, la = 714398472 _ 
la — 3,7199236 — log. 


— 


enn man zuerſt B geſucht hatte, 0 Gp man 
a durch die Analogie fin. B: ‚fin. A=b: aqus(ı3) 


wie folget. 
log. b ſin. A ERS 
l sinB = e 7633631 


7199327 = log. 7247 T 
Der Unterſchied des Resale entſteht daher, weil 
beyde Rechnungen nur Naͤherungen nach den ge⸗ 
woͤhnlichen Tafeln ſind. Sie ſind uͤbrigens nach 
beiden Methoden gleich lang; doch ſcheint die 
nach (15) gemacht, genauer zu ſeyn. Denn nach 
der leztern Nechnung koͤmt es z Pr auf die No e 
tigkeit des Winkels Ban. | 

3. Exempel. Es ift gegeben a = 7247 

d j b—474 
man foll A finden. c 7901 

Aufl. Man verfahre nad) y Zu t 

Tc Na = 17882 
b S -a 7388 
108. 17882 = 4,2524161 
10g. er = 3, 8685269 


1 8, 1209430 
THE b = 316752283 
log. c — 378976821 
log. 4 = 


O; 6020600 
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og: it Er Ce 
log. ef. (2A) = 9,9459726 - 
log. cl A = 9,9729863 | 
alſo iA = 200, und A= 40. 


Est: 


Aufgabe r. Es ift gegeben AB — c, nebft 
den Winkeln A, B; (Fig. 5.) man fell CD—p 
finden. Sested io 
Aufl. Es iſt aus (14) cot B cot. A 
e. Leif aus geg cot Deco Am x 
n i n paesi ees ANS 
cot, B cot. A. 3 eT 
Aufg. 2. Es wird gegeben die Summe 
der Seiten a Ab He, die Slácbe des 
Dreyecks ss, und der Winkel A, man ſoll 
die Seiten und die uͤbrigen Winkel finden. 

Aufl. Wenn zwey Seilen d, e bekannt find, 
fo hat man a =g — b — c, und die Winkel. 
Dieſe Seiten zu finden, dienen die beyden Glei⸗ 
chungen 

I. 5 beim SEI 
(bc a) (b a) 
| 5 | aD. 
woraus man ſieht, daß die gegebenen Griffen das 
Dreyeck beſtimmen. Die Seite a findet fih 
gleich aus den beyden Gleichungen. Denn es T | 

i A 1 (co ? | 


D C5» 1 ui 
-=p Alfo p = 
5 


II. (co. A) — 
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(oC x): — d. e (-e) fim A — 


' í ione e e 2.0 ` 
— 22) fin. XA cof. ZA EN 
= digno Ene gen (1 Kap. VID; al 


LC ke , 
fo 4ss co. A = q(q—2) ſin. 1A, oder 


458 cot. 4A 28S cot. A. 


8 A 
T4 | 1 288 cot. 2A. 
Hieraus findet man bebe. t. 


Man muß alfo noch b — c (ucben, fo bat man 
ſowohl b als c. Dieſes findet man aus der Glei⸗ 


à 


| bc) Gift 

chung (fin. 2A)? ERBETEN (18) 
| | Abe 

Man ſchreibe 2 fuͤr b — c, fo ift (fin. ZA)? — 

(a) (a--z) (aa-zz)ín.A (aa-- 22) fn. AA. cſ. A 


ge, 0 . ARE 
488 hin. 2 E cun 
alo  — 28s tang. A = aa — 22 
» coſ. LA 1 SE , | 
und 22 aa 4ss tang. ZA. Hieraus die Wur⸗ 
zel gezogen, und die Hälfte derſelben zu 1 (b Hc) 
addirt, bekoͤmt man b; ſubtrahirt man ſie, ſo 
erhält man c. | | : 


Wenn A ein rechter Winkel ift fo ift edm 


bic eus b mc)? aa 455. 
39 q ; ( ) -— A SE 


30 2. Kap. Analyſis der 


Daß 2 zwey gleiche entgegengeſezte Wehrte be⸗ 
koͤmt, davon iſt der Grund, weil b — c ſowohl 
AC— AB, als AB AC bedeuten kan. Denn 
es iſt gleichgültig, welche von dieſen beiden Linien 
man b und welche man c nennen will. a 


XI. 

Aufg. 3. Es wird gegeben die Summe 
der Seiten = q, die Hohe CD =p, die Grund⸗ 
Gë AB S e, man (oll die übrigen Seiten 

inden. ` j 
Aufl. Hiezu dient die Gleichung aus (20), 
` 2c«p— V (br c e a) (bc- e) (arkb—c) 
(a bc). Nun ift q — c— b a gegeben. 
Man ſetze alfo b—a=z, fo hat man aus z foz 
wohl balsa. Die angeführte Gleichung aber 
wird durch die Subſtitution dieſer Groͤſſen, und 
quadrirt, : 
gecpp = q (cR z) (q — 2c) (e- 292 


q (q—2c) (ec — zz) oder SPP — 022, 


q(q—2c) 


( q(q—2c) ` 
Die Gröffe 2 bekoͤmt hier aus eben den Urſachen, 
wie in der vorhergehenden Aufgabe, zwey Wehr⸗ 
te. Die Seiten AC, BC verhalten ſich gleich⸗ 
"gültig gegen das Perpendikel CD, und es ift will⸗ 
a a welche man b und welche man a nennen 
„m 


XII. 


gouen Dreyecke. a 


Aufg. 4. Es ru egeben BC = a mit 
dem NEUE Winkel A, und die 
, Summe der beiden übrigen Seiten EE 
man foll daraus die übrigen Seiten und 
inkel beſtimmen. 
Aufl. Man ſuche den Unterſchied b-—c-z. 
Demnach wird die Gleichung (17) dieſe, 


| (cof 1 A)? En gr 2 — und (18) wird, 
Um. 3 A)? = rei SE Die leztere durch 
die erſtere dividirt, gibt (tang. 20. — 2 Lm 
—aa' 


oder (qq aa) (tang. 1 A)? =aa— zz, das ift 
22--aa—(qq-—aa) (tang. LA, Die Hälfte der 
Wurzel dieſes Quadrats zu 1q addirt oder davon 
ſubtrahirt, gibt die groͤſſere oder kleinere Seite. 
Wenn A=90° , fo ift zz—2aa— qq. 

Aus den gefundenen Seiten findet man bie 
Winkel durch (16). Die geometriſche Betrach⸗ 
tung aber liefert dieſe unmittelbar, und auf eine 
ſehr leichte Art. Denn man theile (Eig. 5.) den 
Winkel A durch AD in zwey gleiche T ie fo 
‚ift BD: BA = ſin. A: fin. BDA; und DC:CA 
= fin. 1 A: fin, CDA, alfo BD:BA=DC:CA 
und BD jkDC:BA ch CA—BD: BA=fin, 1A: 
fin, Go? oder lin. CDA. Es an aber BDA 
SCA, und CDA B A, und die ger 

fundene 


32 2. Kap. Analyſis der | 
fundene Analogie gibt daher die Gleichung BC. 
kin (CH A) — BC, fin. (B dA DACH, 
ſin. 1 A, woraus man, wenn A, BC, und 
BA ACC gegeben find, den Winkel B oder C 
leicht findet. 22921725 | 
Dieſe Analogie liegt zwar in den Gleichungen 
(13, 23.). Sie wird aber muͤhſamer daraus her: 
geleitet. Ueberhaupt iſt zu merken, daß die Geo⸗ 
metrie wegen der unmittelbaren Zuſammenſetzung 
der Winkel, die in der Rechnung nicht ſo leicht 
geſchicht, fehe oft fhine Kunſtgriffe zur Abkuͤr⸗ 
zung der Rechnung an die Hand gibt. Um ein 
vollkommenes Exempel hievon zu haben, verglei⸗ 
che man die geometriſche Auſtoͤſung der Frage 
uͤber die Bewegung von Koͤrpern, deren eines auf 
die uͤbrigen ſtoͤßt, wie ſie Maclaurin in ſeinem 
Werke uͤber die Slurionen S. $15 u. ff. gegeben 
hat, mit der bloß algebraiſchen eines weiteinge⸗ 
ſchraͤnktern Falles dieſer Frage von Joh. Ber⸗ 
noulli in feinen Werken T. III. p. 65. u. ff. 


Aufg. s. In einem techtwinklichten Drey⸗ 
eck ift eine Rathete und die Summe der 
beyden uͤbrigen Seiten gegeben; man ſoll 
dieſe Seiten finden. 88 C 
Aufl. In der Fig. 5. nehme man den Winkel 
A für einen rechten; AB Se, für die gegebene 
Kathete; BC AC — a b q, für die gege⸗ 
bene Summe. Man nenne den Unterſchied die⸗ 
ftt Seiten z =a — b; fo giebt die Gleichung 
(18) durch die (17) dividirt, (tang. 4 A) = ı 


A 
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e 


N [ ` ÇC KSE f 
(cz), bas ift ee qz oder dm Alſd wird 


BEE. 
cc und bip 


^ 
-— 


bie Hypotenuſe a ( 2) = 


, í j q 
andere Kathete, bz1(q—2 2 = = Die⸗ 
fe Ausdrücke. find dienlich, eine Reihe von recht 
winklichten Dreyecken zu finden, deren Seiten 
alle rational ſind, und die eine Kathete gemein 

haben. e TH fad. ue Cone im 
Man kan dergleichen Aufgaben, wie hier vorz 
gelegt ſind, noch viel mehrere machen. Zum 
Theil moͤchten ſie wohl nicht ſehr brauchbar ſeyn; 
ſie muͤſſen ſich aber alle aus den obigen Gleichun⸗ 
gen aufloͤſen laſſen. Ueberhaupt hat man bey 
Erlernung der Mathematik zu bemerken, daß man 
ſich nicht zu lange mit Unterſuchung einzelner 
Saͤtze beſchaͤftige, ſondern die allgemeinen Glei⸗ 
chungen zu erhalten ſuche, worin die Verbindun⸗ 
gen der zuſammengehdͤeigen Gröffen dargeſtellt 
werden. Wenn man ſich den Gebrauch dieſer 
Gleichungen durch ihre Anwendung auf einige 
beſondere Fälle gelaͤufig gemacht hat, fo braucht 
man nicht auf alle mögliche fib einzulaſſen, die 
man im vorkommenden Falle auch ohne frende 
Hülfe aufzuloͤſen im Stande ſeyn wird. Dieſe 

Methode erſpart viel vergebliches Leſen. 

€ Drittes 


. Trigonometr. Funct. 
Drittes Kapitel | 
Vergleichungen zwifchen den trigonome⸗ | 
triſchen Functionen einfacher und zu⸗ 
ſammengeſezter Winkel. 


SS Ae L , 
S an bemerke, daß in der Formel (23) der ſin. C 
ſowohl der Sinus des innern als aͤuſſern 
Winkels C ift. (Fig. 5) Es ift aber der aͤuſſere 
Winkel C=AHB, alfo ift ſin. (AB) —fin.A 
cof; B ſin. B. coſ. A. Wenn man in eben diez 
ſer Formel unter A den aͤuſſern Winkel bey A 
verſteht, ſo muß die Formel ſo geſchrieben werden, 
fin. C= fin. A cof. B — fin. B cof. A, weil die 
Coſinus von Nebenwinkeln einander gleich und 
entgegengeſezt find. Alsdenn ift C= A g und 
fin.( A—B) — fin. A. cof. B— (in. B. cof. A. 
Oder kurz, die leztere Formel wird aus der erz 
ftern, wenn man B negativ nimt, und das Zeichen 
int Sinus ändert. (1 Kap. V.) à 
In der aaſten Formel bedeute C den aͤuſſern 
Winkel bey C, ſo muß man die Formel ſo aus⸗ 
druͤcken — cof. C— fin. A fin. B— cof. A cof. B, 
oder cof. (A «p B) cof. A. cof: B — fin. A ſin. B. 
Laßt man in eben dieſer Formel A den aͤuſſern 
Winkel bedeuten, fo wird fie dieſe, col. C— fin. A. 
fin. Bp cof. A. cof B, oder cf. (A-) cof. A. 
eof B ſin. A. ſin. B. ; | | 
| Die 
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Die Formeln, welche alle Lehrſaͤtze fiber die Zus 

. der Winkel enthalten, ſind demnach 
ieſe 
25) fin.(A xp B) S ſin. A. cof B ep (in. B. cof. A 
26) fin. (A-) —fin. A. cof. B— (in. B. cof A 
27) cof. (Ab B)— col.A.cof. B. — fin. A. fin, B 
28)cof. A—B)= cof. A. cof. B (in. A. fin.B 
Da die Formeln (23, 24) für alle Falle gelten, 
wenn man die Zeichen gehoͤrig aͤndert, ſo gilt eben 
dieſes von den daraus hergeleiteten. (25⸗ 28) 
II. 


Man ſetze A=B; fo wird aus (25) und ( 
29) fin. 2A—2 fin. A. cof. A 
30) coſ. 2 A- (cof. A)? — (fin. A) 

Man addire zu (30) die Gleichung 1 = (fin. Ais 
*E (cof. A)? fo erhält man 

31) 1*Rcof.2A—2(cof. A)? und 

32) 1— cof. 2A =? (fin. A)“, 

wenn man jene Gleichung fübtrabitt. 

Weil eben fo 1 F cof. 2 B—2 (cof. Biz, fb 
wird aus (31) durch die Subtraction Diefer Glei⸗ 
chung cof. 2A — cof. 2B Se. A)*—2(cCB)* ` 
oder 
33) c. 2 A—cf 2B=2(cl.Arkef.B) (eſ.Acſ. B) 
Und weil 1— cof: 2 B—2((in.D)^, fo folgt aus 
Dieter Gleichung mit (32) verbunden, coſ. 2 A 
coſ. 2 B—2(fin. B) —2 (fin. A)^. oder 
| 34)df. 2A—cl.2B=2(fn.Bpfn.A) (fin. Bin. A) 

III. 


e Formeln 257 27) durch einander dioidirt 
geb 
Ca fin. 
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fn. (AGB) _ ma ccR n B eU 


cof (AB). p (A * Be Bar In B 


und wenn man Zähler RE Nenner mit el, A. d B 
dividirt, und tang. Am ang Bfür-—— 


s. ` 
K gé ( By tang. A ding: B- 
3 Adi — enitn, num: 


1—-tang. [wem B 
Eben fo wird aus (26, 28) durch bie Verwechſe⸗ 
lung der Zeichen 


36) tang. (A — B) = 
Daher, wenn A B., 

37) tang. 2 A E fing. er F 
Aus (31, 32) folgt dur) bie tur 


0. SZ: 1 — coſ. 2 K 
380 (tang. PORA SES 


cora 


tang. g. A —tang. b 
. A sbtang. A. tang. B 


Stang. A F 


| Selen Zaͤhler und Sat mit We SX | 


—cof.2 A)? der 
| E Y 
1 col. 2A i i 
ſin. 2 K 


f WE man ang 2 


2800 tang. A = 


Hätte man mit E E cof. 2A milch, be | 


Fame man 
fin. 2A ; 


40) ung. A = RE [2A 


Wenn | 


— — ` 
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Wenn A — 45? , alf ung Act, fo ift | 
1 Ftang. D cC BR fn.B 
49 teng. (450 R= 


as ng B el. B n. R | 
wenn man mit cof. B. Zähler und Nenner multi⸗ 
pliciret, und für col. B. tang. B fie ehrt 
fin. B bs Mee ^ 


dn | BK 

Aus us Fürmelt (21228) sofia: durch die 
Addition und Subtraction folgende. 
42) fin. (AB) # fin. (A -B) =2fa A eſ. B ; 
43) fin. (A D) — fin. (AB) —2cf A. fn. B 
44). cot (AHB) g cof. (A— B) —2. cf. A. c£. R 
45) col. (A—Bi—cof (AHB) —2 fn. A. fa: B 
TM ſchreibe a für AAB, b für A—B, woraus 

Eb zA, ab 28 wird, und die zulezt 
MEA Formen verwandeln ſich in diee 
46) inarBfin.b=a2fin. sapo) cof "ala —b): 
| 4 lin. a — ſin b z2 cof. (a HY ſin. 2 (a 
4g) coſa o. b —2 co ab) cof. 3 (a—b) 
40) col. Gët afin. a RW fin. i65) 


Aus dieſen en durch d x sui om 


lin. a fin: b : 
N — - * (a EH 
» et a Ecol. b. RM aa » 
fin. 11 mR v 
2 2 au, } EA 2 k -—b 
x cf. a Hob Bee En A 
‚fin, a—finb . - 
= got b 
"utc DEER REPE: 


€ 5 O5 
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fin.: a fin. b 
DS ae Hab) 


und aus dieſen wiederum durch die SC | | 
5 5 fin. a ſin. b „tang. z(a Hb 2) 
74 fin a—fin.b = tang. Gb) 
coſ. b coſ. a tang. Aas $b) 
cof. HE d b. eot ipe 
= tang. g (ab) tang 5 (2 — b) oder 
eof AUT b | 


cofa . cob 


$5) 


= tang. 5 (a b). tang. aba) | 


VI. | 
Wenn man in den Formeln (J 3) fuͤr a 
und b ihre Wehrte wieder zuruͤckſchreibt, fo er⸗ 
halt man durch die Addition und Subtraction, | 
für cof: b c cof: a feinen Wehrt aus (48, 49) ge, 
fat, folgende Formeln 


: ORTE fin. 8. (Ar Tb T 
A c. ang. 
5 ) tang ng cof. A. co cof B 
didis 3 fin.(A — B) 
7) ung.A—tang.b = — 
57) a D$ cof A coll, ` 
fin. (AB). 
| t. A cot. D. — - ! 
48) cot. A d co | fin.A. fin.B 
/ fin. (A— B) 
t. B — cot. Á 5 
59) co = fin. A. Dn B 


Aus dieſen folgt wieder durch die Divifion 
tang. A Ab tang. Be fin. in. A. B) 

Y sang. QE tang. Sch - fin.(A—B) 
67 
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= cot. A cot. B — fin. (As D) 
HOS cot.B— cot. A RB 


| tang. A tang. 8 = 
| rens g tang. A. tang. B 
ve cot. A dE mes BB. 
| tang. A —-tang. ud a 
| Sn SC es tanc. A. tang. B 
| 63) cot. B cot. A CN S 
Aus (27,28) folgt no- ^ ©: | 
Col. (A HB cot. A—tang.B 
^^ col. (A=) cot. A p tang. R 
cot. B — tang. A 
cot. B rf tang. A | ME 
nachdem man den zweyten Theil dieſer Gleichun⸗ 
gen mit fin. A. cof. B oder mit fin. B. cof. A die 
vidirt. le f e APUD 
E 
Man ſchreibe in der Formel (42), MAP = 
2 fin. A. A PO ERO B, und für A 
folgtoeije, a, apb, ab, agb, ada bs 
etc., fo befomt man für die Sinus von Win⸗ 
keln, die in arithmetiſcher Progreßion find, toie 
gende Fortſchreitung. Sr 
65) lin a fina ` | 
fin.Ca « b) — acol b. fin. a— fin. (ab) 
fin. (a C 2b) —2co£ b. fin. (a lin. &- 
fin. (a E ab) —2cof b. fin. (aab) n (Hb) 
fin. (ax. Ab) —2 cof b.fin. (agb) inlab) 
fin. (a E 5 b) 2: cef b. fin. (ax 4 b) —(in (a 


in la nb 2 ef b. u. la n- h- sin) 
E VII. 


go 3. Kap. Trigonsmetr. Funct. d 
VIII. 


Eben fo verfahre man mit (42), col. (ARE) | 


2 cof. A.cof. B — cof. (A.-), fo We man die 
Coſinus dieſer Winkel 
66) cof. a S coſ. a 

Cof. (ab) z 2cof. b. cof, 1 cof (Eb, 
cof (axo b) — 2cof. b. cof. (aga b) — cof a 
cof. (a g) 2 cof. b. co (aga b) — cf (agb) 
cof. (a jb) 2 cof b. col. (agb) —cf (aqab) 
cot arksb)=2cofb. cof. adhb) —cLaF3b) 


; d Labs 2 cfb.cf. acis b) efGaspcn-2) b) 


a. " 


IX 
Seed SH fih die Sinus und Sofinug 
Aer Wi inkein, we che in arithmetiſcher Progreßion 
forigehen, bequem berechnen. Sie machen eine 
ruͤcklaufende Reihe ( fertem recurrentem aus, 
deren Verhaͤltnisleiter (feala relationis) diefe 
2coí.b;-—r,ift, das heißt, um einen Sinus 
oder Eofinus aus dieſer Reihe zu finden, muß man 
den naͤchſtvorhergehenden mit 2cof.b, dem Dope 
pelten Coſinus des gemeinſchaftlichen Unterſchie⸗ 
des, und den zweyten vorhergehenden mit — x 
multipliciren, und daraus eine Summe machen. 
Die Reihe der Winkel kan ſteigen oder fallen. 
In dem leztern Falle muß b negativ genommen 
goetben ; ; und das Geſez der Fortſchreitung bleibe 
unveraͤndert. Es ift z. E. in (65) fin. (a Fg b) 
£22 cof. b. fi: (a HA b) — fin. (a «p b) und 
iu 8 0 MEE cof. EAD 
cof asb) - 
Erem: 


*i 


| 


de 


—— 2 


2 —A— 2 ———ꝛůů —— — — A TT Teen 


| 


l 


| 


DIM 
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Erempel. Man habe aus der Seite des 


Sechsecks den fin. 300 und daraus fin. 10 (32) 


wie auch aus der Seite des Fuͤnfecks den lin. 369 
und daraus finia ge, aus beiden den fin. 30 ih⸗ 
res Unterſchiedes (26) und die Coſinus dieſer Win⸗ 
kel berechnet, ſo kan man daraus die Sinus und 
Coſinus von 210, 240 279, etc. wie auch 
320,907, 66 finden.: i 
I. ſin. 180 —' 9, 4899824 
I. coL 30 = 9799940244. ! 
de = Or 301000 | 
9, 7904168 =1.0, 6172. 
In. 150" 5,2588 ^ — 
fin. 210 — 0,3584 
Die Summe der Sinus von Winkeln, die 
in DEENEN EE 
ſn. a n.a b) ꝙ in, (a b. io, (a nb) 
zu finden, bezeichne man dieſe Summe durch s, 
ſo iſt aus (65), wenn man die dortigen Gleichun⸗ 
gen zuſammennimt, CER 
fin. a E coſ.b. (s—fn. (a snb) ) — fn. (a—b) 
Hin. lacnb) — fin. (a&(n—4) b)); oder 
2828 cf.b—fn.a—fn. (ab) A eſ. b. ſn. (aqnb) 
Jin ((acnb) En. (ac n 1) b), oder aus( 6) 
28 (1 — cf. b) — fn. a — fn. (a b) & fin. (a nb) 
(^o rn. (acini) b) ` esch 
get fa-—Abifn. abe ſ. (ach n HFA) b). ſn. ab(47) 
und mit 261 CL b) (ln. 2 b)? (32) dividirt, 
; "Re E 


42 3. Kap. Trigonometr. Funct. 
vd cf. (a—— 1 b) —Ccf. (an . by 
E 2fin.1 2 b, 

SS fin. (aida nb). fin. doen 
67) s= ———-—.- 

fin. 2 2 b. 

Wenn man die Summe aller Sinus ins unend⸗ 
liche fort berechnen will, oder wenn n ohne Ende 
groß genommen wird, ſo iſt es gleichgültig, ob 
man s, oder s — in. (a inb), ober s — ín. (fnb) 
— fin.(a An — 1) ^) für die Summe nehmen 
will, weil die Anzahl dieſer Sinus unbeſtimt groß 
iſt. Daher wird s = lin. a Nas cof. b in. (ab) 
Es oder 2s — 2s cof. b = fin, a — (in. (a — b) 
— 2 cof. (a.— b) ſin. à b, (47) oder 


cof. el b) 
68) S ABE — — e. 


Daß bie Summe einer unendlichen Menge Si⸗ 
nus endlich iſt, ruͤhrt daher, weil unter dieſen 
ein Theil negatio find. | 


oder ei 


| XE 
Die Summe der Coſinus 
tc ſ.acſ. (ab coſ. (a Kb). . H cſ.(a mbh 
zu finden, verfahre man eben ſo, wie fuͤr die Si⸗ 
nus, und es iſt aus (66) 
&—cof. a Ha eſ. b. (s cf. (a nb) cf. (a 
(sch. (a nb) —cf. (ahn- b) ), oder 
28 (rof. b) g oſ.a - coſ. (a—b cof (apnd) 
| — cof. (ads (n 1) b) 
of, (a Ab). in. bn. (ach Lob?) b). ſn. ab 
fola 
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fin. (a (nha) b)—fin.a—1b), 
Ze 
2fin.ib 


6 tof. (aik inb). lin. à pib ` 


Dn, ib yv 
Wollte man die Summe aller Coſinus ohne Ende 
fort haben, fo ift, wie in X. né 
s= cof. a 2s cof. b — cof. (a- b) -s, oder 
2s(1—cf.b) — eſ.a cl. (a- b) 2 Dn (a1). 
| ſin. 2 b, und 


der 


= ſin, (a b) 
Se 

Á" 2 ſin. ab 
XII. 


In der Formel (54) ift die Regel enthalten, 
welche gewoͤhnlich gelehrt wird, um aus zwey 
Seiten eines Dreyecks mit dem eingeſchloſſenen 
Winkel jeden der beyden uͤbrigen Winkel zu fin⸗ 
den. In dem Dreyeck ABC (Fig. 5) ſeyn AC b, 
AB—=c,und A gegeben, man ſucht B und C. Nun 
ift aus (13) c: be ſin. C: ſin. B, folglich e b: 
c — b = fin. C fin. B: fin.C— fin. B, oder 
cb: c- bg tang. 2 (CB): tang. 3 CC — B) 
(54). Durch dieſe Analogie findet man den Un⸗ 
terſchied der Winkel B, C, alſo aus dieſem und 
der bekannten Summe die Winkel ſelbſt. Dieſe 
Aufiöfung ift bequem, wenn man die Seiten ſelbſt 
weiß; wenn aber ihre Logarithmen gegeben ſind, 
ſo wird ſie muͤhſam und unſicher, wenn man nicht 
Logarithmen und Zahlen genau ſucht. Für diez 
ſen Fall kan man der gefundenen Analogie aus 

e | ($85 


í 
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G9 eine bequemere Geſtalt geben. Man drucke 
e oi b 

fie fo aus: apes = tang. RE * ái 


EJ id die Analogie vd, i: ‘tang. a 


adii LC #B):tane.2(C—B) und 2 log. 
tang. «Blog. tang i0 BE log. tg. 3 dt Bt | 
Man muß alſo den Winkel ſuchen, deſſen Coſiaus 


: ift, welches wegen der gegebenen Logarithmen 


von b und c leicht geſchicht; von dieſem Winkel 
nehme man die Halfte und addire den doppelten 

Logarithmen ihrer T Tangente zu dem Logarithmen 
der Tangente von 1 CB) fo bat man ben £52 
garithmen der Tangente von $ (CB). - l 
Oder man kan auch die Sound (41),t9. (45° —9 
2 tang. SG 


Se #tang.ß e 
Man ſetze heimlich tang. B= I wird 1: 


81045 Di S CB) : Së a d 
und log. tang (450 log. tang. LCE 
mz Ee 20 By. 


Geen 


| dënn 
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Krempel. e ift gegeben Ib g, 6752283 | 
A — 409 
edit: 
* — EARTH e dog, cof. 530 11' SÉ 
x E veu SE 
"I: 26 35 42 
log. tang. e 91 6995373 CHB=140% 


2 log. tang. œ = 9 3990746 2 CTB 
log. tang. Se ze 10% EA 


9 :9, 8380087 —lg. tg. 349 335 


Oder 

B à tte log tang. TR 43" 
ER Ar 

lto.14?417 —9,399070 nen 

Itang. 709: 194389341 = P 


9,8380049 —log. tg. 345 TE: $ 
u. f. w. wie vorher. Gë je 
Die beiden lezten Zifern in den Logerichmen 

kommen zwar nicht uͤberein. Ihr Unterſchied gibt 
aber etwa eine Secunde nur fuͤr den Winkel. 
Bei der erſtern ibuna ifto ein wenig zu groß, 
bei der zweiten 33° ein fornita su klein genom⸗ 
men. Auch iſt bey des lezten Winkels 2 Tangente 
die bloß mit den erſten Differenzen gemachte Sur 
EE nicht genau genug. 

Viertes 
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Viertes Kapitel 


Ueber die trigonometriſchen Functionen 
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I. 


Et. Gebrauche der gleich vorzunehmenden Uns 
terſuchung haben wir folgende Betrachtun⸗ 
gen aus der Analyſis noͤthig. 

Man formire aus einer Reihe gleicher Groͤſſen a, 


und einer zweyten b, durch die beſtaͤndige Hinzu⸗ 


thuung der Groͤſſe a, eine arithmetiſche Reihe; 


aus dieſer durch die beſtaͤndige Addition je zweyer 


naͤchſter Glieder und einer dritten Groͤſſe c, eine 


neue Reihe; aus dieſer wiederum auf eine aͤhnli⸗ 
che Art, eine vierte Reihe; und ſo immer fort, ſo 
Biel man will. Man ſücht den allgemeinen Aus⸗ 
druck eines unbeſtimten Gliedes dieſer Reihen. 
Dieſen zu finden, formire man erſt einige dieſer 
Meiben wirklich, wie folgende Tabelle zeiget. 


Man 
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; | 
Se 


v 


* f» p m mw E 


II. 


N 


b a 


^ ban 4 


ban 
ba 
bsa 


m. 10a 


as 


. 3 F: 

b id Te | 

cb 2b a d ⁊c b 

c 3b ＋ 3a d & 3e Hb a 

c Ab 6a. d ꝙ 4c & bb N 48 

erh 5b * 108. d & 5c rob 10 

este Nm. :2)a uu NEC 3) (m- Ei | 

I. 2. J. 2. | 

Tem Dm 2) Cm 2 | 


1, 


m, 


S 
; | | 
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Man bemerkt hiebey fehe leicht, daß die Coeffi⸗ 
xienten derſelben Groͤſſe, a, oder b, oder c, etc. 
in jeder Reihe nach dem Geſetze der Binomial⸗ 
cbefſicienten formirt werden, welches dieſes iſt. 
Wenn fuͤr die Potenz (agp b)m- die Reihe derz 
felben ift, 1, A, B, C, D, etc. fo ift fie für 
(ach bim, die naͤchſt höhere Potenz, dieſe, 1, 
(GR A), (ATB), (BEC), (CD) etc.“ 
So iſt auch der Coefficient von a in jeder Reihe 
die Summe der Coefficienten von a aus dem 
naͤchſtvorhergehenden Gliede derſelben und der 
naͤchſtniedrigern Reihe. In der Reihe! ſind die 
Coefficienten von a jeder St; wie das fuͤr alle 
Potenzen beſtaͤndige erſte Glied in der Reihe der 
Coefficienten 1, A; B, C, etc. durch die beſtaͤn⸗ 
dige Addition dieſer Eins entſteht die Folge der 
Edefficienten in der Reihe II. wie die Folge der 
Coefficienten A, (IA), für die Folge der bino» 
miſchen Potenzen mit ganzen bejahten Exponen⸗ 
ten. Beyde Folgen find alfo dieſelben. Durch 
die fortgeſezte Addition dieſer Coefficienten ent⸗ 
ſteht in der Reihe III. die Folge der Coefficienten 
vona, wie die der Binomialcoefficienten B,. (AB), 

und daher ſind beide wieder dieſelben. Eben dis 
gilt von allen folgenden Reihen. Die Binomial⸗ 
coefficienten für die Potenz (agp b)m- find, auf 

| Tee m—1)(m—2), ` 
fer der Eins, Am- 1, pum Us 

(m fm) em) — ; 
&- 3 ——— 


] 2. ' Kat éi $ "m ES ` 
E Kaſtners Analpſis endlicher Bröffen H. 123. 
(On S. Kaͤſtner a. a. O. H. kat. 
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mten Gliede der Reihe II. hat a ben Coeffieienten 
m—ı, weil in der Reihe l. ſo viel Glieder, je⸗ 

des Sa, vorhergehen; alfo haf es in der Reihe 
III den Coefficienten B, in der Reihe IV, den 
Coefficienten C u.. w. Von den Coeffieien⸗ 
ten der Groͤſſen b; c5 d, etc. gilt eben daſſelbe, € 
was izt fúr a erwiefe en f. man muß nur die Rei⸗ 
hen von derjenigen an zu p en anfangen, wo ſie 
zuerſt vorkommen. Die allgemeinen Ausdrücke 
eines unbeſtimten Gliedes der Jaren Reihen 
A 99955 die, welche in der Tabelle angegeben = 


"ie Reihen T. T. find die geil! ichen arith⸗ 4 
metiſchen, die III. if eine arithmetiſche der zwey ⸗ 
o Ordnung, die IV. der dritten . d 
6. | SE 


d 


Wenn die Griffen b, e, dere. de= fii 
und die Stelle 5 Gliedes einer Reihe von dem 
erſten Gliede gezahlt wird, das nicht Zo iſt; ſo 
muß man in dem allgemeinen Ausdruck des mten 
Gliedes der Reihe II, für m ſchleiben mir, 
weil daſelbſt das (m PI) te Glied. das mte wird, 
wenn man b weglaͤßt. In der Reihe III ſchreibt 
man ma für m, weil zwey Glieder weggelaſ⸗ 
ſen werden, u. ſ. w. ER Së Bai mf Sun 
der Reihe 


I. 4 WE e set 
nnn c S 
II. — os ; 


9 Al. 


Z 
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III. un 
IV. 2 (mu) ma 


1. m 3 "T 
y, QUE) mE?) (mr) ma 
É 15 wg 
tc. etc. 
| SC | 
Wären aber nur c, d, etc. = o, fo ift, auf 
ben die Art gezählt, das mte Güed der Reihe 


LÀ 


E m 
mb | mí(m—1)a 


Eh — 
: MGE dek (mikı)m(m—n)a 


10:5 icm ee 
| Tomb Lo Lamm 9 | 


V. 
E nt „ N 
* (mq ) ma) (.fr b (f Z)em. Lz) (m1) mm 
Hh wes e „ o o 
"etc. etc, 
IV. 


Wenn die Anfangsglieder zwar — o fiib, aber 
die für fie geſezten Nullen mitgezaͤhlt werden, fs 
iff das mte Glied jeder Reihe die Gurame von 

i FN, den 


ji 
| , 
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den erſten m—ı Gliedern der naͤchſtniedrigern, 
wie aus der Conſtruction der Reihen offenbar iſt. 
Wenn ſie aber nicht mitgezaͤhlt werden, ſo 
tritt das (m bie Glied dadurch in die Stelle 
des mten, und da vorher das (me rte Glied 
die Summe von m Gliedern der naͤchſtniedrigern 
Reihe war, fo ift izt das mte Glied dieſer Sum⸗ 
me gleich. | 
x V. à 
Die m Glieder einer Reihe find in dem leztern 
Falle m Summen, welche man von m Gliedern 
der vorhergehenden Reihe machen kan, wenn man 
ihrer m, m-, m-, etc. Glieder vom Anfan⸗ 
ge gerechnet zuſammen nimt. Das mte Glied 
der naͤchſthoͤhern Reihe iſt die Summe dieſer 
Summen. Dieſes Glied durch die Glieder der 
zweyten naͤchſtvorhergehenden Reihe auszudruͤk⸗ 
ken, bezeichne man die Glieder dreyer naͤchſter in 
der Tabelle vertikaler Reihen allgemein durch 
Buchſtaben, wie folget. | 
T,S,R, 2 t C, B, A. 
t, s, T, 9 b) a, 
IX GaKe odd o e US e 

wo A, a, à die erſten Glieder drey nächfter Rej- 
hen, T, t, t jedes in feiner Reihe das mte Glied 
ſind. Nun iſt | | 
TZTESBREOM ... BNA. 


| 


t= REOF . BA, 
i QE FBA. 
Ste o WC. etc 


D2 


U 
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Alſo ift Ts REOR. bt DE | 
Oder, das mte Glied jeder Reihe (H die Summe 
der Producte, aus m Gliedern der zweyten naͤchſt⸗ 
vorhergehenden vom Ende an genommen, in die 
correſpondirenden Glieder der Reihe r, 213i tee 
multipliciret. a 
Umgekehrt, wenn T ;S,R etc. die Glieder T 
met arit uA Reihe joe Ordnung find, und 
es Hc = ëng ug Rep etc. fo ift t in der 
zweyten folgenden Höhen Zeie das feoiette Glied ed 
als E T in Pops To A 


et D EE d 
on in (65); TEER, und fin. 2 Y 
-zX cof. d em "man füt die Sinus fik) 
vielfachen, von 2 Mae Soir, 


LOL B, dum X. MR LUE 
"e SET erger e = p. 
fia el e wel A 
TEEN 
An. G ax e ga, d Oxy : 
Un. TZ04RY9, gor e 1 2 reg m 


"fn. SE cip edle aq 


de 


3 ar T * VII. ` pe JE ad r2 ; 
Das algeme je Geſetz e A die SS 


ficienten in Ben: ech des s Suns eines unbe⸗ 
SÉ | ſtimten | 


3^ 
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I 


ſtimten Din mg 2 fin. 33 
Bay "ër Cry” er Dxy Tg etc. , for⸗ 
„mitt werden, zu entdecken, bezeichne man die 
Coefſicienten aus zwey naͤchſten Vertikalreihen in 
21) allgemein durch Buchſtaben, und ſchreibe 
ſie, d wie da, neben einander, daß die Coeffi⸗ 


dienten, welche zu dem Sinus von einerley viela 


fachen von 2 gehoren, gegen einander über zu fite 
hen kommen. Die gn mögen. zu lin. mz; ge⸗ 


hören. | 
HM Ts ei AW gelu caes Ar 
ES, zes T EN 
E Sat KA, pi^ E- Das daks 
Al iſt nach dem (3: er: vm Y bemerkten Ge⸗ 
e RHS. sar RA 
Ag t U. . m. oder, u$ it jeder Coefficient: 


in Bag Ausdruck für lin mz die Summe der Pro⸗ 
ducte aus den Coeffiejenten in der naͤchſtvorherge⸗ 
henden Vertikalreihe, von Dem: fir. Dm, (m- 212 
any Jr Die: GC Glieder der Neihe 


REN D 2 Y 2 M 
Wenn R der erſte gute in feiner Njihe 
E ſo iſt p Der au in der naͤchſtfolgenden, und 


es in R. Daher, fi ind die Anfangsglieder 


Aller Reihen. an: gleich. Weil die erſte Rei⸗ 
he für linz anfangt; fe. fangt die Moie fis lun gu 
Die dritte für fin. 52, und die rte für fim: Gr: 9. 2 


as. Der Coefficient des leuten Gliedes in dem 
eg, D ER Aus⸗ : 
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Ausdrucke des nemlichen Sinus iſt daher entwe 
der das erſte oder das zweyte Glied in ſeiner 
Reihe. e ! | 
Jede vertikale Reihe der Coefficienten enthält 
daher auch zwey Glieder weniger als die vorher⸗ 
gehende, wenn man ſie bis zu dem Sinus des 
nemlichen Vielfachen von 2 herunter rechnet. Al⸗ 
fo (jt das mte Glied jeder Reihe die Summe der 
Producte aus den m erſten Gliedern der vorher⸗ 
gehenden Reihe, von dem lezten angefangen, in 
: 0 1 
die correſpondirenden Glieder der Reihe, 2, 2 , 
2 m-i 
A ee | ] 
Dieſe Glieder find für. bie erſte Reihe von 
Coefficienten, wie in die Augen faͤllt, folgende 
mt m2 m-3 2 1 o 
2 7 2 t 2 * * * * 2 7 2 D 2 ! 
welche in die correſpondirenden Glieder der Reihe, 
0 1 4 ni«3 m-2 m-I 
Br Mr 5 w 25,4 


m-i | 
multiplicirt, jedesmal das Product 2 geben. 
Die Summe dieſer Producte, deren an der Zahl 

Hi 


- m 
m find, iff m2 p welches das mte Glied in 
eg zweyten vertikalen Reihe der Cöefficienten 


Die zweyte Reihe enthält alfo, wie die erfte, 
in thien Gliedern, von dem mten an gerechnet 
bis zu Anfang, als Factoren folgweiſe die Po⸗ 
kenzen ee n 
t Cf A2 $9 "Mc E 2j 2 7 * 

; S welche 
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welche in die correſpondirenden Glieder der Reihe, — 


2 h 27 * h 29-1, 
multipliciret, jedesmal zum Producte am- geben, 
welches ein Factor des mten Gliedes in der drite 
ten Reihe der Coefficienten wird. So enthaͤlt in 
allen folgenden Reihen das rate Glied immer den 
Factor zm 1. | 

Den dazu gehoͤrigen Factor zu finden, muß 
man die Factoren, die zu den Potenzen, 

gnber, 2-2, jl V^ 2t. 2 
in jeder Reihe gehören, ſummiren. 

Dieſe Summe iſt für das mte Glied der ts 
ten Reihe, m. Der mte Coefficient: in dieſer 
Reihe ift alfo m. 2m. 1, und die Factoren, die 
zu den Potenzen der Zwey in dieſer Reihe gehd⸗ 
tco, ſind von unten auf, m, m— m-. . I. 

e. ame p) E - 

Ihre Summe i^ Ä PIS (II. bie Kap.) 
wenn daſelbſt a=ı gebaut wird. (IV. Def) Der 
mte Coefficient in der dritten Reihe iff alfo 
mlm 
Ee ) die zu den 


P er 2m-t, und die Factoren, 


Potenzen der Zwey gehören, find, 


(m & x) m 
d ere. oe ME 
X [3 2 


mem —5) . i À 
d — és të * Ihre Summe iſt 
1 3 2 1 2 2 


mn, (eb. daß) und der mte Cor» 


D ficient 
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| ur) m. 
-ficient in der vierten Reihe iſt ien Lg Hey 


amt, Eben ſo wird er in SA fünfte in | 
un = Im LEITER 97: 2808 
ai Gate E )G DUPTAME am: ái fm." | 
ch "tg 2 * 3° : 4 
Aber um die Coefficiente zu haben, die zu 
dem Ausdruck des nemlichen Sinus gehören, muß 
man in dem aus der zweyten Reihe für m ſchrei⸗ 
ben m — 2, und für die aus den folgenden Weiz 
ben nach ihrer Ordnung w— 4, m6, m—g 
ſtatt m, weil iede Reihe bis auf denſelben Sinus, 
den fin. nz, herunter, awer Glieder weniger hat, 
als die vorhergehende. Fuͤr den erſten Reg 
enten iſt n; alfo vae n pe m 2, ` 
ASA $ 


309. 14 OE NEE 
ge „ 
8 em rs 
T Gp o 0-9, moy 


T Ww vg 3 
zë -o) (a) (0—8) st 
Ue. Ber Er $E 


etc. ee.ͤtc. 
und : 
ES (io. nz x Ge 1 (n= Apa ne : 


1 


TE Gage Pog 


| viljade Winkel. E 
ag (73) (140,55 SUE a 86, "pt 


1*2 El. as SS 
WE (n—5) = 6) (n—7 (n—8) (i9, n. 9» sa 

1 2 2 4 Y 
E GE ER (m 2t ); n-ar- ert det ue 


Mie e Vo 


S ei xd p e 3e qoe : 
diee) ci p EE i 

Wenn n Der . r, fo wird das 1 ine 
Glied Sr, und das lezte Glied der mas für 

fin. nz ift 3x, wo das obere Zeichen gilt, wenn 


r ſich durch zwey, o oder n -I ar, i durch 
vier dee laͤßt; das untere im gegenſeitigen 
Falle. Wenn n ar, fo wird das allge 
meine Glied So, Ge naͤchſcvorhergehende iſt⸗ 
Role et ( ere) wart 


Se = 7 1). | 
5 ray ge E das lezte Glied der 


Reihe für ſin. nz iſt E? neg wo das obere Zei⸗ 
chen gilt; wenn 1—1 ungerade, oder r gerade ift, 
d. i. wenn n ſich durch vier dividtren laͤßt. 


VIII. 


Wenn man in dieſen Formeln „ für y 
‚feinen Wehrt v^ (3—xx) ft, fo erhält man eine 
Gleichung für den Sinus des vielfachen Winkels 
durch den Sinus des einfachen. Hier ſind aber 
die beiden dale, ob die aten von y gerade 
T GAR: oder 


18 4. Kap. Trigonometr. Funet. 


oder ungerade find, zu unterſcheiden. Es fey zue 
eri o ungerade. Mau feke in (65) a b 223 
fe hat man fin. (2n 1) z——2 cf. 22. fin. (2n--1)z - 
In. (zn) z, oder, weil cf. 22—1—2 (fin. 2)* 
(32) fin. (ont =( -a fin z*) fin. (2n —1)z . 
— fin. (2n—3)z. Die Sinus ungerader Viel⸗ 
facher von 2 formiren alfo eine Progreßion, de- 
ten Verhaͤltnisleiter 2 xx 5 —rift. Dee 
nach ift | 
73) fin.z—X 
fin. 32 = 3x gr} 
fin. 52 — sx — 20x? 16x 
| fin. 72 =x — 56x? p 2x —64x7 
in. = IOX ARX en | 
etc. | 
| 


Die Codffiieuten | in 85 Wochrte fin.nz=Ax | 
«— Bx? Y Cx5 — Dx? etc. für ein ungera⸗ 
des n durch n allgemein auszudruͤcken, ſchreibe 
man wiederum die Coefficienten aus zwey naͤch⸗ 
ftn Vertikalteihen wie in (VII) neben einander. 


p | 
So iſt nach dem vorgeſchriebenen Geſetz der For⸗ 
mation p QT r 4. QT (AR Bars) 
— — 5 K R ee QR 
«AS geg — ALL 8R N 128 — 43 
~~ gt; u. ſ. w. bis daß in der Reihe linker ä | 
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die Glieder Zero werden; oder es ift jeder Coeffi⸗ 
cient p in dem Wehrte von fin. mz die Summe 
der Producte aus den Coefficienten der naͤchſtbor⸗ 
hergehenden Vertikalreihe, von fin. (m — 1) 2 
an, in die correſpondirenden Glieder der Reihe 
4, 8; 12, 16 etc. | ES 

Wenn Q-das Anfangsglied einer Reihe it, fo 
ift p das erſte in der folgenden, und der mite Coef⸗ 
ficient aus einer vertikalen Reihe iſt die Summe 
der Producte aus den m erſten Coefficienten der 
naͤchſtvorhergehenden, in die correſpondirenden 
Glieder der Reihe, 1, 2, 3, 4. . . m, jedes mit 
4 multiplicirt. Man ſuche jene Summe fuͤr jeden 
Coefficienten nach der Reihe ohne den Factor 4, 
ſo muß ſie fuͤr den Coefficienten aus der zweyten 
Reihe mit 4, aus der dritten mit 4°, aus der 
vierten mit A3 u. f. w. multiplicirt werden. Nun 
ift die erſte Reihe der Coefficienten von dem mten 
bis zum erſten offenbar dieſe, (2m—1), (2m 
3) . . 5,3, 1, eine arithmetiſche Reihe, deren 
erſtes Glied d 1, und der Unterſchied = 2 ift. 
Man feke demnach in (III. dief Kap.), a 22, 
b = 1: fo ift die Summe der Producte aus den 
Gliedern dieſer Reihe in die correſpondirenden 
Glieder der Reihe 1, 2, 3. . m, das mte 
Glied der Reihe IV. daſelbſt, nach (V. deſſ.) 

(mm a (m) m (m —1) 
nemlich —— — B ————— —- wel⸗ 

; 1 9 Lie. 12 4 

ches noch durch 4 muß multiplicirt werden, um 
den mten Coefficienten der zweyten Reihe zu be⸗ 
kommen. So wird auch der Factor zu der ge⸗ 
| ee hörigen 
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hoͤrigen Potenz der Vier in dem mten Cvefficien⸗ 
ten aus der dritten, vierten u. f. Reihe, das ante 

Glied der Reihe VL, VIII etc. in (III).. 
„Dieſe Glieder werden aber für à 2, m; $ 

folgende, nemlich das mite Glied der Mi 


u. SINT 
(m Zo EE 


tv. S 
vi, became 


1 2 
a die (in $2) (is ss) m ena) 


REESEN 


| um die Fichtes x T bekommen, welche zu 15 
| dam i in dem Wehrte des nemlichen Sinus, 
in der Folge der moie iſt, gehoren, muß man in 
dem Ausdruck des mten Glüedes der Reihe IV, 
fuͤr m ſchreiben m1, weil das mte Glied der 
erſten Reihe und das (m — r)te der zweyten in 
dem Wehrte deſſelben Sinus zuſammen kommen. 
So muß man fuͤr die Glieder der folgenden Rei⸗ 
en m, mg, etc. nach. der Reihe für me 
ben i und. die geſuchten Factoren des erſten, 
toten u. ff. Ke wi den LR P, 
ER es 2nr— I ; 
2 ow EE 
m Ki 10 Gm 


ees ys 


NL. 


7 
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(mH mem mm-) 
c wë 553 
Uc (mE mn) mem lm 
E dE Ee, eg. = ER 5 E e 4 T- 
»" E GI z " 
Der mite -Gadfilent- in der ten Keil yt gehöre 
mi fin; d "d e = AS. Ge v 


dt man in den SE Süden, und . | 
tiplicite fie. nach der M in die Potenzen 4° 
4% 4 „ welche bisher noch aus den So 
der Coefficiensen weggelaf im. find, | So bai, - 
man dieſe, wie folget, Da die Potenzen Der Vier 
ſich gegen die der Zwey, welche durch jene S HRE 
ſtitution binginfompnert, guf heben: e | 


ap "eese ; | 
B RER SEH S 33 5 i | bem 

1. 2 3. 

LOS (v (v = an a. 


I ei 
SCH CONT 000 (n0 ) TER Gen DE 


i une ui 2 DE a. *. qe we ^ m] ek Sege T ES e 
S à 44i , etc. = : : x EE SV 


2 Er alfe für CH ungerades nm 
74) 
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74) fase QT ; r 
1 12.5 L $554.15 
range); 


ks raa 

135.278 .425- 074 

Was das lezte Glied anlangt, fo ift zuerſt zu 
bemerken, daß es das erſte in der Reihe der Coef⸗ 
ficienten iſt, die mit ihm zu derſelben Potenz von 
x gehören. Denn wenn Q das erſte Glied in eje 
ner Reihe ift, fo ift es p in der naͤchſtfolgenden. 
Alsdenn ift Q aber der lezte Coefficient in dem 
Wehrte des Sinus, wozu es gehoͤrt, und daher 
iſt es auch p in dem Wehrte des naͤchſtfolgenden 
Sinus. Weil alsdenn p44, fo ift das An⸗ 
fangsglied jeder Reihe von Coefficienten das Bierz 
fache von dem aus der vorhergehenden Reihe, und 
da es in der erſten Su ift, fo wird es in der zwey⸗ 
ten, 4, in der dritten, 4^, in der mten, 4m. 
2m-2 — 5n-t 

Das Anfangsglied der mten Vertikalreihe ift 
zugleich das mte und lezte in dem Wehrte des 
lin. nz, weil man fo viel Sinus als vertikale 
Reihen von Coefficienten hat. Das lezte Glied 

1 


* T at xn, 


— M-i 2zm-i PEYR 

ift alfo E E x. Das 
1 

obere Zeichen gilt, wenn m oder à T gerade iſt, 


oder wenn n I x fid) durch 4 dividiren läßt, das 
untere, wenn u — ! fid) durch 4 dividiren läßt, 


X. 


t 
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x. 


Man jege in n (65); a O „ b 22, fo hat 
man lin. 2nz = 2cof. 22. fin. (2n — 2) 5 
— fin. (n 4) z = (2— 4 (fin. 2) 2) fia. (2n 2 ½ 
— fin. (2h-4)z. Daraus erhaͤlt man die Fol ge 
ISS Sinus gerader Vielfacher von 2, wie folget. 
75) fin. or " 
| fin. 22 = ox ^ (1- xx) 
lin. 42 — {ax gx) v (1: xx) l 
Un. 6z — (6x- 32x? I 52x* ) y. (1* xx) | 
lin. 82 = (8x: TUO NEXU HUI) PM xx) 
etc. ip 


XI. 


| Die Coefficienten in fin. ng ( Ax — Bx? 
|] CX — ete) y (1-xx) für ein gerades n zn Dee. 
| ſtimmen, gelten eben Diet ge, die für ein un⸗ 
gerades gemacht ſind. Die erſte Reihe der er Ais 
rienten aber iſt von unten auf gerechnet, am en-, 
. 4, 2, wenn man den für (a. cz nicht mite 
E Man muß alfo in (III Dief. Kap.) b , 
a — 2 ſetzen, fo ift der Factor des mtem Coeff 
| denten in der erſten, zweyten und folgenden Rei⸗ 
hen nach abgeſonderter Potenz der Vier, das nr fe 
Glied der Reihe II, IV, VI, ecc. in (III). Dife 
ſind, a--2, br FRO für 


II. 2m 
X "E 
Iv, m0 m m4) 
| SC 2 3 
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r EEN IS eem m Em? 


d. E 

vu mrs) (d) ad (m2) (mj m pop 

` dee] PET 3. i KE "DN "Se 

| VU sur vete: eege UE 
| um die Factoren zu bekommen, See zu den 
Coefficienten in dem Wehrte deſſelben Sinus, 
der in der Folge der mte Dt: gehoͤren, muß man 
in dem Gliede der Reihe IV frm ſchreiben m. x, 

und m2, m. 35 ete. nach der Reihe in jedem 

folgenden Glide, Diefe werden "e. 


m 
3). — NE 


ev -1) (m e i T s | A 
0 mmh GE 2 
T "I. 2. 


3 
iie aan m n: 1 (m: Denen 


I. 

9 858 o) m 105 ) e 2) iem -3) SEH 

ee e . 6 Lët 
mo Aur ete, $ | 
E 4 n. nz bet Inte in der Folge der Giz! | 

nus ift; diefe Folge von fin. 22 an gerechnet, ſo 
muß man, die Factoren durch n age? 
án für m ſchreiben. Wenn man dieſes thut, und 
die Factoren nach der Reihe durch 4% 4% 4% A7" 
x. multiplicirt, fo erhaͤlt man. die geſuchten Coef⸗ j 
pr toic folget; — | 


> » 
D? 4 
WW A 
Y 
j| 
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bam 


13e o 
B aty (32) 


3 2 . 2, Bery 
(e n (n—2) (—4) (0484) 
V | 
| Ansa) (a) n (n—2) (n—4)(n— 6) (n6) 
FFF 
gek be: $ 
und es if für ein gerades n T NIC 
nx n(nn4), _n({nn-4)(nn-ı6) . 
FF 
760 SC "aw: SC 523.45 
Lj UH (un —16) (nn—36) Los 


as Se o5 
A -I 
＋ 2 * Dr G—xx) 


+ ww 


Das lezte Glied ift ein Vielfaches der Die wie 


in (74); weil aber der erſte Coefficient in der et: 
ſten Nahe = == 3 iſt, fo wird der s in der mten 


Zin - 


Reihe 2. gn 2.2 die dazu geho⸗ | 


` 2010 - Ü 
vige Potenz von x iſt ei coUe 
Potenz mit ihrem e e iſt zugleich das 
lezte Glied in dem Wehrte von lin. nz. Das 
obere Zeichen gilt, wenn m ungerade, oder weng 
m ſich nicht durch 4 dividiren laßt. ER 


E Kë 
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: e A SEE 

Den Sinus des einfachen Winkels aus dem 
Sinus des Vielfachen zu finden, muß man eine 
Gleichung von dem Grade aufloͤſen, welcher 
durch die Zahl des Vielfachen ausgedruͤckt wird, 
in dem Fall, daß dieſe ungerade iſt. Iſt ſie ge⸗ 


nn — 


rade, fo wird die Auflöfung einer doppelt fo ho⸗ 


hen Gleichung erfodert, weil die Gleichung (76) 
eft durch die Quadrirung rational gemacht werz 
den muß. Die trigonometriſchen Tafeln geben 
hier freylich die Aufloͤſung, welche die Algebra 


bis izt nicht allgemein geben kan. Da aber jede 


Gleichung uͤberhaupt ſo viel Wurzeln hat, als in 
dem Exponenten der hoͤchſten Potenz Einheiten 


ſind; ſo entſteht die Frage, wie x mehrere Wehr⸗ 
te haben, oder wie derſelbe Winkel auf mehrere Ar⸗ 


ten in gleichviel gleiche Theile getheilet werden koͤn⸗ 


€ 


ne. Dieſes zu erklären, erinnere man fich, daß ein 


und derſelbe Sinus zu zweyerley Winkeln, deren 
Summe zwey Rechten gleich iſt, gehöre, Der 
Winkel DAC oder der Bogen DC, (Fig. 20 der 


kleiner als ein Quadrant iſt, ſey nz s, fein | 


Sinus CB x, die halbe Peripherie =, fo ift 


auch x = bn (a —s) Aber auch ferner gehoͤret 


dieſer Sinus zu allen Bogen, deren Anfang in 


D, und das Ende in C ift, wenn auch die ganze 


Peripherie, ſoviel man will, mitgenommen wird, 
. E. zu DCdDC. Er gehoͤrt ferner nicht allein 
zu dem Bogen DCd — DCS Au-, ſondern 


auch zu DCdDCd-—DC-3z--s und fo weis | 


ter zu allen Vielfachen der ganzen Peripherie mit 
dem Bogen z—s, Dis ift kein blos ay 


/ 
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lich angenommener Satz, ſondern ein Sinus oez 
hoͤrt nothwendig zu unendlich viel Bogen oder 
Winkeln, weil in der allgemeinen Rechnung es 
unbeſtimt bleibt, ob die Linie AC von DA aus 
unmittelbar in die Lage, welche fie hat, gerückt 
ſey, oder ob ſie vorher um den Punkt A vier Rech⸗ 
te oder den ganzen Umfang ein oder mehrmahl 
beſchrieben habe. Es ift demnach fin. s — in. 
(ms) = lin. (22 Hs) = fin. gr — s) — fin, 
CS S) S fin. (57 —s)= etc. Dieſen find 
elltgegengeſezt, aber gleich, (in. —s; fin. (sz 
fin.(&—2; ; fin. (—3z s) fin. ( —4A7—5); 
lin. (zus); oder wenn man zu den Winkeln 
die vielfachen von 27 nach der Reihe addirt, 
fin. — 8 fin.(z S) — fn. (2z— s) n. (gage) 
— [in. (47 —s) — fin. (5 ) erc. Die Win- 
Tel, deren Summe ein gerades Vielfaches von , 
oder deren Unterſchied ein ungerades Vielfaches 
von ift, gehören zu gleichen, aber entgegenge⸗ 
ſezten Sinus. Aber die, deren Summe ein un⸗ 
gerades Vielfaches von , oder deren Unterſchied 
ein gerades Vielfaches von z ift, gehoͤren zu Giz 
e die ſowohl gleich groß als gleichnahmig 
ſind. 


— 


XIII. 

Wenn man nun einen Winkel s, deſſen Si⸗ 
nus gegeben iff, in n gleiche Theile theilen foll, 
fo muß man jeden der angeführten Winkel, die 
zu ihm gehoren, in n gleiche Theile theilen. Da⸗ 
her die mehrern Wehrte, welche der Sinus des 
Theiles bekömt. Ob nun gleich die Anzahl der 
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zu theilenden Winkel unendlich iſt, ſo wird doch 


die Menge der Wehrte für die Sinus des Theiles 
nicht unendlich, weil ein Wehrt öfterer wieder 


kommen kan. Man wird die gleichen Wehrte an 


den in (XII) gegebenen Kennzeichen ausſondern 
koͤnnen. Zuerſt fey n ungerade, fo bekoͤmt man 


€ ; e Sai f UIRE G REE 
uͤberhaupt für fin. = ín. z = x. folgende 
Wehrte | T3 
y wo E MP 

x) Pofitive 3 an. o? —— 


(nirs nz—-s 
n. (n^ mts. fin. — 


37——8- 


` e E r e 5 , 4 - ^ 1 
2) Negative; lin. . SE 


- (eon—)ns—s j 
—— fin. — LEO 4 
n 


onz s 2nz—s 


3) Poſitive; fin. = = 
4) Negative; fin, Lcid etc. 


etc. "etc. 


Der poſitiven Sinus ſind jedes mahl n E bet 


negativen n — 1. Unter den poſitiven der erſten 
Klaſſe gehoͤren diejenigen, welche vom Anfang 
und Ende gleichweit abſtehen, zu Winkeln, de⸗ 
ren Summe z ift. Sie find alfo von h 

nicht 


g—sS 2 RS ` 


— „ „ eee 
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nicht verſchieden, und diefe Klaſſe liefert nur — 


verſchiedene Sinus. Die Winkel, deren Sinus 
vom Anfang und Ende nicht gleich weit abſtehen, 
machen nicht zuſammen aus; ihre Sinus ſind 
alſo verſchieden. Eben fo find in der zwepten 
Klaſſe die Winkel, deren Sinus vom Anfang 
und Ende gleichweit abſtehen, zuſammengenom⸗ 
men S3. Dieſe Sinus find ER ES verſchie⸗ 


' den, und diefe Stoffe gibt nur negative 

verſchiedene Sinus; beide Klaſſen geben n ber⸗ 
n 

ſchiedene Sinus, worunter cm pofi itive, 


negative find. Dis find die n Wehrte, wache 
x in (Ca) bekoͤmt, wenn der Winkel des lin. na 
in n Theile getheilt werden folk Die übrigen Klaſ⸗ 
fen; geben keine von den aus den beiden em 
Klaſſen verſchiedene Sinus, weil die in ihnen be⸗ 
findlichen Sinus zu Winkeln gehoren, welche 
von den Winkeln der Sinus aus den beiden er⸗ 
— er um N von unterſchie⸗ 
en ſind. 


XIV. 
Man nehme von der n der Sinus aus T 
afen Soe, bis afe Haͤffte , an der za, Ä 


sand in. Z in. ; en 
i: i 


ZS "€ ee Un. 
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n= 
fin. 0 mee )ms wo das obere Zeichen fúr 


ein gerades z (n— gilt. 
Die negativen Sinus der zweiten Klaſſe laffen 
fich nach (X11) bequemer fo ausdrücken | 


orbe 2: 7-48. zd s 
—Íin, —; fin. — ; fin. JE. | 
s n. n i 

(n~ E Z- Le 
. fin. — —— , teo ebenfalls 28 wel⸗ 


che vom Anfang und Ende gleichweit abſte⸗ 
hen, einander gleich find. Nimt man alfo auch 
hier die erſte Halfte, an der Zahl 2-1), fo 
hat man die Reihe der verſchiedenen negativen 
Sinus. 

S 2x—$ :(n---T)z 
in. I P e. EU guine... 
n n n 
Nimt man die poſitiven und negativen GIE zu⸗ 


fammen, fo erhält man fürx — fin. E fin. 1 
folgende Wehrte, 


7 7 27 ; 25 
In. zan. ( 2); — n. ( Rz), —fin.(—--z); 
i D D n 


27 8 3 
ge in. (H); fin. e — Z); — etc. bis 
man deren an der Zahl n hat. 


DAA 


2) Negative, fin. - 
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4 XV. | 
Für ein gaben n hat man fuͤr er = tms 
de Wehrte. 


73:5. o 8 
1) Poſitive, fi in fe ii, £n. 7 ＋ 
~- fin. or eee fin. 8 


m n 
LEN " SE 7—8. 
; fin.- 


Ix 
fin. pes E ss 
nzHs . (Gn-z—s 
3). Mis ia e „ b. Bf : | 
ës, i TO 3 | 


4) Negative, en x 


Die Sinus aus der erſten und zweyten Klasse, 
welche in beiden gleichweit vom Anfange abſte⸗ 
hen, find: einander gleich, aber entgegengeſezt. 
Die Sinus der dritten Klaſſe ſind den Sinus 
aus der erſten nach der Reihe gleich, und wie fier 
bejaht. So ſind auch die Sinus aus der zwey⸗ 
ten und vierten nach der Reihe genommen einan⸗ 
der gleich und beiderſeits verneint. Die Sinus 


aller 1 Klaſſen ſind die, welche in den er⸗ 


ften: beiden ſchon vorkommen. Die erſte Klaſſe 
liefert n poſitive verſchiedene Sinus, die zweyte 
eben fo: viel. dieſen sche, aber. geb: 

EA oder 
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oder verneinte. Die zweyte Haͤlfte der poſitiven 
Sinus aus der erſten Klaſſe, kan man auch fol⸗ 
gendergeſtalt ausdrucken, die Sinus vom Ende 
ruͤckwaͤrts genommen. 


è 
fin. 77; lin. SE ER A zlin 


n 
bis daß man Ne in hat. Ale ſind die pofitis 
ven x iot pa" folgende 


FS „ 2#—S 
fin. R^ : fin.” 5 In. 
» m n e s 


47—8 


; fin, T 


2 | 
n 


2x RAS : 
p — — ers Bar wid Theke be 
Ihnen entſprechen eben fooie! gleiche negative 
Sinus aus der pongen Klaſſe, und es bat demz 
nach x — fin. — —fin.z, folgende Werte 2 


* ＋ s 


Sinz x haies E , 
n 


db fin." - K i i 7 bis daß man n 


Paare bui, - Dieſes find die n Paare gleicher 
entgegengeſezter Wehrte, welche x in der Glei⸗ 
chung (78) wenn ſie quadeit wird, bekomt. 


À X V I. 
Dan ſchreibe die Gleichung er ftgendergefalt 


i -P nx in. nz 
EI xn: eg AE SC RH 


wenn 


vielfacher Winkel. 7 
wenn Cd ungerade ift, oder | 


: „ HX din. NZ 
F | 


| —0,' wenn 
An 2n-R V 

` Tr 2 
2 (n) gerade if. Das Glied Px iſt nur 
der Folge der Exponenten von x wegen zugeſezt. 
Die Wurzeln dieſer Gleichung find die n verſchle⸗ 
denen Sinus, welche man erhaͤlt, wenn der Win⸗ 
kel des lin. nz in n gleiche Theile getheilet wird. 

ER? 


(XIV) Es iſt aber der Coefficient von , in 
einer Gleichung vom nten Grade, gleich der 
Summe aller den Wurzeln entgegengeſezter Grife 
ſen. Dieſer iſt in unſerer Gleichung — 05 al 
fo ift die Summe der Wurzeln ſelbſt Zo, oder 


2 


- Be TY e A "Së 
41) O ſin. 2 & fin. ( -) —ln. (cup) 
' > n y : 


"me. T. DERE B 
— fin. ( — 2) fin. C Ez) E fin. ( —2) 
? D : * (hei . Gë D ; 


Ua ED REDE RE EHRE ger 
bis daß man n Sinus har. 
ën owe finn 
Ferner ift das lezte Glied &. P. gleich dem 


Product aus allen den Wurzeln entgegengeſezten 
Groͤſſen.“ Nun find der poſitiven Wurzeln an 
der Zahl 5 (n, das 20e aus ihren ente 

. E gegen⸗ 


* ©. Käſtners Anal. endl, Gröffen H. 224- 
Kaſtner a. a. O. 


74 4. Kap. Trigonometr. Funet, 


entgegengeſezten ift poſitiv, wenn 2 (n xp 1) gerade 
ift, in welchem Falle das untere Zeichen des lezz 
ten Gliedes gilt. In dem gegenfeitigen Falle iſt 
es negativ, und fuͤr dieſen wird auch das Zeichen 
des lezten Gliedes geaͤndert. Es iſt daher in bei⸗ 
den Faͤllen | 
fin.nz | 7 | 

48) - = fin. z. fin. ge — 2). fin. c ＋ 2). 


2n-1 


27 2% 
fin. C 2). fin. e T2). etc. big daß man 


n Factoren hat. | | 
Endlich ift noch der Coefficient von x die Sum⸗ 
me aller Producte, welche man aus den entgegen⸗ 
geſezten der Wurzeln machen kan, wenn man je 
eines aus dem Producte aller weglaͤßt. Dieſe 


f n : 
Summe ift folglich = Kä Zeg Wenn aber je⸗ 


des dieſer Producte mit dem Producte aller divi⸗ 
dirt wird, ſo bekomt man eine Folge von Bruͤ⸗ 
chen, deren Zaͤhler , und der Nenner das entz 
gegengeſezte je einer der Wurzeln iſt. 


een n — fü HEZ i ec 
ui PE 2 fim nz in. 2 


fin (——z) fin. (- F) 
X e E x n y 


19) 
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r FF 
19) ——— — r, — — — 
ſin. nz fin. 2 


7 Tol 

. fin(— ) fin. (- 2) 

n n. 
fin. = yaz): fin. (= "éi din —) 


— etc. bis baf man n Glieder hat. 

Man hatte auch, um die verſchiedenen Sinus 
des nten Theils des Winkels zu lin. nz zu erhal⸗ 
ten, in (XUD die pofitiven und negativen Sinus 
der beiden erſten Klaſſen eins ums andre nehmen 
koͤnnen. Und ſo bekame man an Do 77) die 
Gleichung 


800 0 = fin. zÆ% fin. is den lin ae 


dee de EN 


—=2)# 


f fin. (e pon pU 
Hieraus fan die Formel (67) erläutert werden. 


Wenn daſelbſt 5. = oder nb = 2 ſo wird 
die Summe fin. ak fin. (a E b) es fin. (a Hab). 


2 


er (a ch (n — 1) b) ch ſin (a & nb.) 
‘fin. (ahr) in. (a 3a 


— 
— 


7E 


fin. — 
m 


— à = ge in d Ze 


fin: 
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fin. (a N 2) = fin. (a nb). Das iſt, die 
Summe der ganzen Reihe wird bis auf den lez⸗ 


ten So, wie fie es nach (77) Den muß. So 


— 


wie alſo in dieſem Fall n aufeinanderfolgende Si⸗ 
nus von dem erſten an, und ſo immer fort, ſich 


gegen einander auf heben e fo heben fich überhaupt 
Die negativen Sinus einer ſolchen i Pro greßion gez 
gen die poſitiven Sinus zum TAM oder ganz 


auf. | 
"AX VIE IM 
Die Gleichung (76) rational zu machen, quie 
drive man beide Theile, fo hat man 
(fin. nz)? = nnxx «p Px4 . . —22n-2 xm 
nnxx ((in. nz? 
— — 0 


oder x21 Me Far Lé tege d 
| 2an- 2 221-2 


Dieſe Gleichung hat on Wurzeln, deren je zwey 


ſich gleich und entgegengeſezt ſind. Dieſe find 
die in (XV) angegebenen zn Sinus des nter 

Theils von dem Winkel des fin. nz. Das Proz 
duct ihrer entgegengeſezten oder aus ihnen ſelbſt iſt 


; fn. 
gleich dem lezten Glie e er) 3 und weil jede 


Wurzel zweymahl N P erhält man dur 
die ge ng der Susdramunl % 


wa 


fn E ug) fin. e E 2) etc. bis daß 
| eeng n Garen hat. Wegen des vorgeſezten 


ei⸗ 


s 


SE 5 ſin. 2. ſin. = —2). f C go, | 


| 
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Zeichens iſt noch zu bemerken, daß das Zeichen 
—, welches ſonſt bey der Ausziehung der Qua⸗ 
dratwurzel neben dem & noch ſtatt findet, hier 
nicht gebraucht werden kan. Denn da die Facto⸗ 
res ſelbſt alle pofitio find, In muͤſte, wenn man 
D Aen | A fin. nz 
die Wurzel negativ nehmen wollte, auch Se 
negatio genommen werden, welches nichts anders 
iſt, als beide Theile poſitiv ſetzen. | 
Dieſe Formel iſt übrigens dieſelbe mit der (78) 
für. ein ungerades n, beyde find zur Erfindung der 
Logarithmen der Sinus vielfacher Winkel nüͤzlich. 


XVI =, | 


im anz | ` 
Weil — —2cof.nz, und fin. 22 - 
Ns 2 l ; 


lin. n 

' Ge ge E? E 7 à ^ 
'om-r, ſin. z, fin. (— —z), fin.(— HR 2). 
£l c 2n EI 


287 2 gm 
fi m pte, — 4 fi e — D D . — — A 
in Kos | 2) in. ( in = 2) 


| fin. dz) etc. bis daß man an Factoren hat, 


fo gibt dieſes Product durch fin. nz= 2n- ſin. z 
G — 2) etc. (78 oder 81) und durch 2 dividirt, 


SÉ S 

82) col. nz gu- fin. (— 2). fin. (2 
| ) e 2n d Us | » 
| ha, | 


f 


: 78 4. fia. Zomm Sunt. 


lin. ent fi. Can. etc. bis ita mann 


Factor ne i 

Jeder Winkel, bá ín Dem Product für fin. 2nz 
ein gerades Vielfaches von = enthält, fümt in 
dem Product für fin.nz aud) vor, und daher 
heben fich die n Factoren des leztern gegen n Gaz 
ctoren des erſtern auf. Die lezten Factoren des 


(n——nDz - 
—— 2). fin, 
2n " 


| Products fin. 2nz find Gi: 0 


n-—D7 9 | 
re #2). fin. 2. Die lezten Sa | 
ctoren des EM fin. nz ſind für ein gera⸗ 

—2)7 SCH, 2% 


des n diefe, fin. ze 2). fn. G). 
` | 


mE 2), unb für ein ungerades n, ſin. 


RA fin. OU E eg 


fo wie alle vorhergehende in ben Producte fin 2nz 
vorkommen. 


XIX. 
Man fege in (66), a o, b=z, ſo erhaͤlt 
man NEEN ef. (21 2 — Cſ. (t—2)2. 
und es iſt KS 


SE 83) 


p inkl 79 


83) ee 
cof. z —y. 
cof. 22 —2yy—ı 
cof. 32 = 4y —3y 
cof. 4z—8y* - Gy F 5y 
Col. 52 = 16y 5 —20y3 ben. 
: cof.6z—=32y6 — 48y bh IByy —1T | 
| euro cci R 
er d etc. E 


\ 


Die Eoeffiienten bet allgemeinen Reihe 
cof. nz Ayn — Byn-2 gp Oyn-4 — etc. kan 
man aus Der Formel fuͤr ſin. sch ı (72) vermittelt 
der Gleichung fin. (n 1) 2 = fin. nz. coli, Z 
I fin. 2. cof.nz, (25) oder cof. nz = 
fin. Aus — fin. nz. cof. 2 


e semen, ` 
"fin, 2 y 
Denn da fin. (n ch 2 on yn — (a be" zyn- 2 
fin. 2 
4, — Tag 7-4 - Ms 255 Zn 6 y 6 
Kr I. 2. 3 
gas (n-r) (n-T-1) . Cf ce mz inp) c -aryn- ap 


me^ J + 2. 3 + * r 


— 21 En yn — (n-2)on-2 yn-a 
NE | ö T. 


unb -—. 
qe Ee 
DS 1.23 
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(n-r-1){n-r-2) . . (n-2r zpa) (n- r) 
d —v— — a . 


: Es ; E I. 2. 3 + + + ＋ ' 
ſo gibt dieſe Gleichung von jener abgezogen, 
84) cof. nz = 2. yn — ME yn-z 

3 ' I aru 


n (n-). -C o n{n-4) (n-5 
1.2 | 1,243 

n(n-r-1((n-r-2). < (n-2r9&1): — 
„ E Neie etc. 


; 11 1 | 

Wenn n=2r, fo wird das allgemeine Glied Kr 
und zugleich das lezte weil y auf die niedrigſte Po⸗ 
tenz, die moͤglich iſt, gebracht iſt. Iſt aber 
ner HI, fo wird dieſes Glied = ny unb 

ebenfalls das lezte. Das Zeichen . gilt, wenn 
r gerade, d. i. wenn ein gerades n. ſich durch 4 
dibidiren laͤßt, oder wenn fuͤr ein ungerades n, 
n-i ein Vielfaches von Vier iſt. 


e 
Den Coſinus des Winkels 2 aus dem Cof nz 


zu finden, muß man eine Gleichung vom nten 


"(rab aufiofen. Er bekoͤmt alfon Wehrte. Die Urz. 


ſache iſt, weil ein und derſelbe mus unend⸗ 


lich viel Winkeln oder Bogen zugehoͤrt. Der 


Coſinus BA des Bogens DC (Pig. 2.) gehört zu 
DC, zu ci 27. 48 DC, zu As DC etc, 


) zu allen Bogen, deren Anfang in D, der End» 
| | | punkt 


vielfacher Winkel. 2 
punkt in C ober Q iſt. Oder es iff cof. Enie 


| el. Or nz) = cf. (47 p nz) cf 67: nz ! 


etc., unb es müffen die Winkel aller dieſtr Cry- 


finus durch en getheilt werden, wenn man den 
coſ. 2 =y aus col. nz ſucht. In der Folge Der 


= LE V ‚AR 
Coſinus, cf. mz; SEV GEAR d dps 
2n-2. BUCO PESE 
n col. Hz); cof. me E 2) gehi- 


ren der erſte und der lezte, der zweyte und der 
vorlezte, und überhaupt die, welche vom Anfang 
und Ende gleich weit abſtehen, zu Winkeln, 
deren Summe 27 ift, wenn man die Zeichen 
von z verſchieden nimt. Sie ſind alfo der Groͤſ⸗ 
fe und Beziehung nach einerley. (VI. Kap. I.) 


Die folgenden Coſinus, welche nicht zugeſezt ſind, 


ſind den vorhergehenden nach der Reihe gleich; 
2n H ; UTE 2i 
der cof. (— — z 2) ift der cof. Pu A 2) weil 


n 
der Unterſchied ihrer Winkel 2 iſt, einerley Zei⸗ 
chen für 2 gebraucht, u. ſ. w. Die verſchiede⸗ 


nen Coſinus des nten Theils von dem Winkel 


des cof. nz zu bekommen, braucht man fic alfo 
nur aus den angeführten, auszuſüchen. Ihrer 
find n J x Paare, wegen des doppelten Zeichens 
von 2. Iſt n gerade, ſo bleibt in der Mitte 


coſ. WE z)- cof. (7 H 2) uͤbrig. b Vor Dies 
fem gehen zu Paare y welche mit den E 
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folgenden Paaren einerley ſind. Dieſe fejtett 
braucht man alſo nicht. Unter jenen ſind die 
beyden Coſinus des erſten Paars col. 2, cof. —z 
einerley, wie es auch die beyden aus der Mitte 
coſ. (a dz), cof (n 2) find. Die Folge der 
verſchiedenen Coſinus wird daher dieſe ſeyn: 
n = ec 212 
ec abet let ea) s. cei i 
ss Cof. (a— 2), an der Zahl n. 
Von dieſen ſind die, deren Winkel zuſammen 
ee find; einander zwar gleich, aber entgegenge⸗ 
fet, nemlich col. 2 und cof. (A=), wie aud) 
die Coſinus aus den Paaren, welche vom Anfang 
und Ende gleich weit abſtehen, fuͤr 2 verſchiedene 
Zeichen gebraucht. Ihre Summe iſt demnach 


zu. ER EE MAE N E 
Wenn n ungerade iff, fo ift bie Anzahl der 
Paare gerade, und die efte Hälfte, welche mit 


| 


F 
der zweyten einerley iſt, iſt col. 2; co — bai: 
É ir à nc 


ve nai: Cas Ka ER RH f 
? ial F 


; Weil cof EZ — cof.—z fo gibt diefe Hälfte 
n verfchiedene Eofinus. m V « s 
Dune CTS XXII. H 
Dieſe n Coſinus find die Wehrte, welche y in 


\ 


der Gleichung (84) hat, ober die Wurzeln diefer ` 


Gleichung, da y den Coſinus des nten Theils 


von dem Winkel des cof. nz bedeutet. Weil 


da⸗ 


| vielfacher Winkel. 83 
| [ru die naͤchſte Potenz nach der bod) ften me 


o CS cf a cof ( Huh za. 


E co. oo — "Anger, 


bis daß man n í Gofinus hat. | 
| Fuͤr den Fall, daß u ungerade ift, T man in 


bet leztern Haͤlfte der Folge cof. 2, cof. cd 2); 


ge . e Y. ‚ol ai), 

a für ak Winkel ihre Complemente zu zwey Rech⸗ 
ten. Weil überhaupt cof. v = — cof (z—v) 
fo 1 ſich dieſe Fok gu deren Summe = 
di n diefe : 


| 865) Os coz col C —Z)-— cot (= Ta) 
F cof. Can "E cof. ad GEN SCH —2) 
Hr nes eee 
col (C d z)*E cof. Co) JE cf. quit 2) à 
n Bu D 
NI Nee, Grad) 


pes 
wo das Hee Zeichen gilt, wenn — GE 


LES — — 


] 
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, ue oder wenn nx fih durch 4 theilen 
Der Fall da n —rift, muß ausgenommen 
werden, weil alsdenn die Gleichung (84) mit 
dem erſten Gliede vollſtaͤndig ijt, und kein zwey⸗ 
tes Glied fehlt. a c 
Das Product aller Wurzeln findet man all⸗ 
gemein aus der Gleichung (82), wenn man nach 
der Formel — cof (2 = v) = fin. v für die Si⸗ 
nus die Coſinus ſubſtituirt. So erhaͤlt man 


; n-I D-i 
$7) cof, nz = cof. (-— sHEz).cof Lä 
— 2n - 2n 
AMI uec ee DE | 
cof. ( s t z) cof. (nd *.). 
2n i 2n x4 


et aer EE? SC, = 
cof. 2 erbäi aller .| 
2n . ! 2n Y 
T A e MEO etc. | 
bis daß man n Factoren hat. 

Steg NU LENS | 
Fur ein ungerades n bringe man die Gleichung 
(84) auf die Geſtalt d 

ya D * * * Ge Ge Se 


- 


fo ift * — die Summe aller Producte, wel⸗ 
che man aus den entgegengeſezten der Wurzeln 
machen kan, wenn man je eines aus dem er 


X“ 


) SE 
hut alle tiic f Se? ji B Rr. Em 


SER. I t 1 


LA ——— 2 qo 


= 725 
Së nm C0. T SH f Z dei 
KA E: SÉ, i N 
wee Wc eeng, nt 7 
| cof. d 22 2) coſ. (n EZ) 


a 
Die Nenner dieser Brüche ſind das entgegenge⸗ 

ſezte der Wurzeln, deren Summe in (86) ent⸗ 

| halten ift. Wenn man den zweyten Theil der 
| Suoma vom. Ende nanat, 1 fe i- 


| of n⸗ 
| 7 Sh 0. Lus s | 


| LE era 
of e EN 1 oz) 
2n: 
25 8 r 


4 | n- * ef + — n : d X 
c. mH) cof. (5 — 2) 
21 ; 2h 


bis daß man n: Bruͤche hat. | Zen 
AN ; | "ee Aus 


86 4. Kap. rigeremete Funet. 
Aus den Gleichungen (88, 79) ergeben ſich 
noch die ege fuͤr n fec. nz, und n cof nz | 
durch die Secanten und Coſecanten der einfachen 
: J NAT N 19688 
Winkel ausgedruͤkt, weil fec. v — ——- und 
coſ. v 
Sa (1 Kap. IV.) Der Kuͤrze tec 
gen, und da die Subſtitution febr leicht ift, taf- 
ſe ich ſie weg. Man findet dieſe und die For⸗ 
meln 7:288 in Herrn Eulers Introductione in 
Analyſin infinitorum P. I. Cap. XIV, deſſen 
Vortrag ich durch die hinzugefuͤgten Beweiſe der 
allgemeinen Formeln und einige andere Betrach⸗ 
tungen zu erläutern geſucht habe. 85 a stt 


Die gefundenen Formeln laffen fid) auch auf | 
die Vervielfältigung der Winkel vermittelſt der 
Chorden anwenden. Der Sinus eines Win⸗ 
kels iſt die halbe Chorde des doppelten, und der 
Coſinus die halbe Chorde des Complements die⸗ 
ſes doppelten Winkels zu zwey Rechten. Der 
Halbmeſſer des Cirkels CDB (F.g.)ſey der Bo⸗ 
gen CD oder der Winkel CAD — z, die Chorde 
CD = u, die Chorde des Complements DB — v. 
=y (4—uu) Der Sinus des halben Bo: 
gens GD E ſey x= E, und coſ. 1z—y—FA. 
So iſt X Zu, und y YS iv (gu) 
weil DB parallel mit FA und CA: CB = 1:2 
FA: DB iſt. Dieſe Wehrte von x und y 
| Se DEn 


! 


[t 


| 


7". Hn 
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ët man in der Gleichung NT 
5. in. Anz = m: -I en an. vie? 


E u 2n-5 yr - — etc) welche man 
aus (22) erhält, wenn man für das dortige 
hier 22 nimty und die Gleichung mit 2 multipli⸗ 
cirt Auch ſchreibe man Chord.nz — 20. 
So wird 


83) chord. nz x tn DZ yn- X ge 
em rx) ^ (8-2) b Gu m cfe Gs 
EE 1. 2 2. 3 

‚in-5) Si CEN (0-8) e SÉ et é 
3A D P A 


d nz o,, oder die 19 Peripherie, S ode " = 


ein Vielfaches derſelben dn wird chord.nzezor 


und die Gleichung, 8 2 pani fü x mit u feln 
ift, wird, : 


90) Lë ve E, ni- 3 Re 0 i 
F $ :| — > 
` gä (n-5) n- Zi ven E: suh 


1. 2. e^ | 
idet | 220 f11 3 
122 (ER 


Die Chorde des iorum Winte Hürth er | 
Chorde des einfachen auszudrucken, dienen die 
F A Glei⸗ 
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Gleichungen (74,76). Wenn n ungerade ift, fo 
nehme man in der Gleichung (742, 22 für 2% 
x = fin iz, fo wird fie Die, 2 Se abg 


n (nn-1 | 
1.248 . i 


in Babe if 2 wie in (XXIV) , 
m 18 hord, nz = nu Ders 
1 
igi A (nn-9) [T NÉ 
dg 5 *. EEE tag. 


We ^ Sep? 11 = , fo wird dieſe Gleichung, 

nach dem fie mit u dividirt iſt, 

DD oz:n E nenn-1) SE n (nn-1) me 
123.4 14 310, | 


—— m ui- r 
git. Formel wird, wenn man die bean. Ge d 
pa. von u immer bejaht laͤßt, für. 
E 3 uu 32 bier Eri 
n = F un — zu- HSO së 7] 
mosso» us — ont . Lä? et 
n = 9 ||- ut u gus sg — z0u? 125 
ec. H: ete. etc. 


XXV 
em s 80 5 Ss n M ut eben us Art 


^ 


s» 
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93) Chord, nz = CR = SNE, i: 
TYL ; er 1. 2. 3. 8 


ee e. "lera eom 
F te 
Wenn Chord: nz — o, fo wird diefe Gleichung, 
nachdem fie durch vu dividirt ift, d 


nmn 
SCC Su- &. 
Ans nne t 


nm enn -4) (nn-16) | 
an mb. 2. 3. 4. J. 32 
Dieſe Formel wird für 
214 |} u - 2280 T 
uf —4u* 483—090 , 


Per] gh un- 2. 
rue 


Hn Mu: d Ke, 
n 8 | us —6ut A rou? — 4 O 
.n-zio || u$ — 8u6 alu“ — 20u* HB J = 


pete [t . rete. 


ir Macs. ius XXVII. ' 
Daß in dieſen Gleichungen v und u mehrere 
Wehrte bekommen, entſteht daher, weil eine und 
dieſelbe Chorde, wie ein Sinus, zu unendlich 
viel Bogen gehoͤrt. Es fen AB ein Bogen der 
kleiner ift als die halbe Peripherie, (Fig. 8.) fo 
gehoͤrt deffen Chorde AB auch zu feinem Comple⸗ 
mente zur ganzen Peripherie BDA, nicht weniger 
zu allen Bogen, deren Endpunkte in A und B 
ſind, das iſt zu den Bogen AB oder BDA um 
die ganze Peripherie oder um ein Vielfaches der⸗ 
ſelben vergroͤſſert. Es fey * gany Ve 
| ZS er 


* 


55 4. Kap. Trigonometr. Funct. 


der Bogen AB nz; ſo find der Bogen nz, 
P—nz, Prinz, zP-—nz,2P nz, 3 F 
ic Chorden einander gleich. Aber das erſte, 
dritte, fünfte Paar u. f. w. ſind dem zweyten, 
vierten, ſechſten ü. f. w. entgegengeſezt. Die 
Chorden wachſen nemih mit dem Bogen, bis 
daß dieſer det halle, Umfang wird, weiterhin neh⸗ 
men ſie ab, und die Chorde des ganzen Umfangs 
iſt 2 o. Fur einen Bogen, der gedffer als der 
einfache Umfang, und kleiner als der doppelte tft, 
erhalten die Chorden negative Wehrte, wegen 
des Duürchganges durch Zero. Aus eben dem 
Grunde wird die Chorde eines Bogens, der groͤſ⸗ 
fer als der doppelte Umfang und kleiner als der 
dreyfache ift, wieder bejaht; und überhaupt find - 
die Chorden der Bogen zungen und (an) 
—nz bejaht, aber die Chorden der Bogen 
zm nz und cam kr) P nz verneint. 
Wenn nun der Bogen einer gegebenen poſiti⸗ 
ven Chorde in n Theile getheilet werden foll, fo 
muß man alle die Bogen / zu welchen diefe poſiti⸗ 
ve Chorde gehört, in n Thelle theilen, das iſt, 
wenn nz der klenſte derſelben iſt, die Bogen 
nz, P—nz z PH, 3P—nz, 4Pebnz, 
5 D nz ꝛc. Hieraus erhaͤlt man auf eben die 
Art, wie für die Sinus in (XIII), wenn n un⸗ 
Zerade ift, n verſchiedene Wehrte für die Chorde 
rann Cf 7 d pit Ze "ae FRE 


67% Se EE & 
des nten Theils, worunter — — poſitive und 
gie Zu LA penoctunsd ^u: 9$ and dan 


LCTO cb: 2 7115 8 
WW. SEAN 
m negatige find. Dis ſind die n Wurzeln 
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der Gleichung (91). Sie ſind jede doppelt ſo 
groß als die Wurzeln der Gleichung (74) wel⸗ 
che von jenet nicht weiter unterſchieden ift, als 
daß man in derſelben für lin. hz uud & das dop⸗ 
pelte geſezt hat. ke En. orco yen 
Wenn n gerade iſt, ſo erhaͤlt man wie in 
) für die Chorde des nier Theils eines Bo⸗ 
gens, deffen Chorde gegeben ift, u poſitive und, 
eben ſo viel lee ER negative Wehr⸗ 
te, welche die Wurzeln der Gleichung (93) fnd 
nachdem fie quadrirt, und für. v^ fein, Wehrt 
durch u geſezt iſt. SETS EA 
ie KS 
Wenn chord. nz go, ſo iſt nz entweder o, 
oder die Peripherie, oder ein jedes Vielfaches der⸗ 
ſelben. Wenn alfo. der Bogen dieſer Chorde in 
un Theile getheilt werden foll, sfo: muß man alle 
dieſe Bogen in ſo viel Theile theilen. Wenn der 
zu theilende Bogen — o ift, ſo ik der Theil auch 
— ó wie die Chorde deſſelben. Dieſe wied auch 
— o, wenn der zu theilende Bogen nP oder khera 
haupt der Umfang in ein vielfaches von v multia 
plicirt ift, Fur dieſe Fälle werden die Gleichun⸗ 
gen (91, 93) durch den Factor u — o auf Zero 
gebracht. So wie alſo in den Gleichungen (92, 
94) dieſer Factor weggelaſſen iſt, ſo laſſe man 
diefen Wehrt der Chorde des Theils auch weg. 
So hat man die verſchiedenen Wehrte nur unter 
den Chorden folgender Bogen auszuſuchen. 


ge, T x 
1 ern GH 
wf T 
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n-3: n-2' n-I. . 
L MN = | bs „FFF 
H E (Seege 


vin RT e il RN ane, dn SC 
; IX T n 1 
e chenden Ze a Klaſſe find poſitio, der 
zweiten negativ. Aber die Chorden der Bogen, 
welche in jeder Klaſſe vom Anfaug und Ende 
gleichroeit abſtehen y ind dieſelben; und die Bo⸗ 
gen, welche in der einen und der andern Klaſſe 
dieſelbe Stelle einnehmen, gehören zu denſel ben 
aber ente Wunde der Chorden, daß man daher 
ſtatt der Chorden der Bogen aus der zweiten Klafz 
k die Chorden derer aus der erſten, negatio ge⸗ 
nommen, ſetzen kan. Wenn man alſo aus jeder 
Klaſſe die verſchiedenen Chorden Get fo be⸗ 
koͤmt man für Die Chorde des nten Theils des Bo⸗ 
gens, — = o ift, Kë Wehrte, 


& Ch. —P;— Ch. LP; "Ch n —Ch. LP 


2a ce Ch Pip Ch Ee: a 


Wenn n ini ift, fo nb dieſe n- 1 Chorden, 
10 die eine Halfte poſitio, die andere negativ 
iji, die Wurzeln der Gleichung (92). Sie find 
die Diagonalen eines ordentlichen Vielecks von 
n Seiten, zu dem Halbmeſſer = x geha, wenn 
man unter Diagonalen alle Linien verſteht, wel⸗ 
che von einem Winkel deſſelben an alle übrigen 
gezogen werden, und ſo die beiden an Ce 

= inz 
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Winkel liegende Seiten auch unter die Diagona⸗ 
len rechnet. Von dieſen Diagonalen iſt die erſte 
poſitiv, die zweyte negativ, und ſo weiter wech⸗ 
ſelsweiſe zu nehmen. Z. E. der Cirkel ABCDE 
(Fig. 8.) mit dem Halbmeſſer — beſchrieben, 
fe» in s gleiche Theile getheilet, fo find die Chor⸗ 
don PAB, — AC, HAD, — AE, die Wur⸗ 
zeln der Gleichung o = ut -zu f Oo c 

Wenn n gerade ift, ſo wird n-r ungerade, 
und es bleibt in der Reihe der Chorden in der 


Mitte k Ch. = = sp Ch. 1 P übrig, vor wel⸗ 


cher an 1 Chorden vorher gehen und eben ſo viel 


nachher folgen. Dieſe Chorde iſt der Durchmeſ⸗ 
ſer ſelbſt. Fuͤr ſie wird die Chorde des Comple⸗ 
ments v — o, und die Gleichung (94) wird nicht 
durch den Durchmeſſer, ſondern durch den aus 


(93) weggelaſſenen Factor v auf Zero gebracht. 


Dieſe Ch. 2P weggelaſſen, find die übrigen n-z 
Chorden die Wurzeln der Gleichung (54). Dis 
ſind die Diagonalen eines ordentlichen Vielecks 
von n Seiten für den Halbmeſſer = 1, die Diaz 
gonale, welche der Durchmeſſer ift, weggelaſſen, 
und die uͤbrigen eine um die andere poſitiv und 
negativ genommen. Z. E, der Gift ABCDEF 
mit dem Halbmeſſer — beſchrieben, (Fig. 9.) 


ſey in 6 gleiche Theile getheilet, fo ſind E AB, 
—AC, F AE, — AF, die Wurzeln der Glei⸗ 


chung ul -u. K 3 


ga 
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JIn (92) iſt das Product aus den entgegenge⸗ 
ſezten der Wurzeln Sn, wenn n -arin Viel⸗ 
faches von 4 iſt, und — n im gegenſeitigen Fall, 
in welehem man nemlich das Zeichen der hoͤchſten 
Potenz von u und aller übrigen Theile ändern | 
muß. Da nun die Gleichung zen. 1) pofkive 
und eben ſo viele jenen gleiche negative Wurzeln 
hat, ſo ift das Product aus ihren entgegengeſez⸗ 
ten, oder aus ihnen ſelbſt, poſitiv, wenn 3 (nix) 
gerade, oder wenn u r ein Vielfaches von 4 iff. 
Inm gegenſeitigen Falle wird es negativ, und 

enz folglich it in beyden Faͤllen Pn — dem 
Product aus den Wurzelgroͤſſen, alle poſitiv ge⸗ 
nommen; oder das Product aus allen n-i 
Diagonalen eines ordentlichen Vielecks von 
einer ungeraden Anzahl Seiten (Zn) für den 
HBalbmeſſer = r, iff der Zahl der Seiten 


gleich. o S N : 
e Auf eben die Art iſt zn — dem Producte aller 
Waurzelgroͤſſen in (94), und wenn man den un- 
ter ihnen nicht befindlichen Durchmeſſer — 2 zu 
den Factoren nimt, ſo iſt ebenfalls das Product 
aus allen n- Diagonalen eines ordentlichen 
Vielecks von einer geraden Anzahl Seiten 
(D n) für den Salbmeſſer — 1, gleich der 
Jahl der Seiten. PII | 


: DM ze CX | Lr 3% SE 
Die Chorde, welche für den Halbmeſſer r, a 
genannt wurde, heiſſe w für den Halbmeſſer = E 

| 0 


"sub ma "os 


So iſt 1: rcs SC? und us o Difa 
Wehrt für; u in (92) sit wird diefe Oki- 
chung E 
— 1 Dw*. Co —wn- sf ` 


ipm Ar ui UH ign VOLL e. 


3 12 | ri, pnt 
oder N 
n (nn- ee 


95) O= nrn-1 — estem Zë mcs WIESE. 


2.3.4 
Eben: diefe Cru verwandelt ^i) in dief 
Gleichung, | 
SE N 
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Die Wurzeln dieſer Be find die Dia⸗ 


gonalen des Vielecks von n Seiten fuͤr den Halb⸗ 
meſſer Sr, den Durchmeſſer Für (96) aus ihnen 
weggelaſſen. Ohne auf das Zeichen zu ſehen, 
welches ihnen vorgeſezt werden muß, iſt ihr Pro⸗ 


duct in der erſtern Gleichung = nrn-t, in der 


zweyten Sz nrn-2. Got man zu dieſem leztern 
Product den weggelaſſenen Durchmeſſer 2r hinzu, 
ſo wird es = nrn-1, und man erhält alfo folgen 
den Lehrſatz. 

97) In einem jeden ordentlichen Vieleck 
von n Seiten, für den Salbmeſſer =r, ift 
nmr dem Producte aus allen Diagona⸗ 
len und zwey Seiren, welche mit jenen aus 
demſelben Winkelpunkte gezagen werden, 
als welche man T toit Diagonalen betrachten 


kan. 
XXXI 


1 
| 
I 
1 
I 
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d XXXI. I 
Wenn man in einem Cirkel, deffen Halbmeſ⸗ 
fet Dr ift, an alle Winkelpunkte eines einge⸗ 
ſchriebenen Vielecks von n Seiten die Halbmeſ⸗ 
fet zieht, fo ift das Product aus ihnen allen = r^; 
Dis Product verwandelt fi in nenen, wenn 
man ſtatt des Mittelpunktes eine Ecke des Poly⸗ 
gons nimt, und von da nach allen Winkelpunk⸗ 
ten deſſelben die Diagonalen zieht. Wenn man 
nun auf dem Halbmeſſer OA (Fig. 10.11) oder 
auf demſelben verlängert, einen Punkt P. nimt, 
und aus dieſem an alle Winkelpunkte eines Poly⸗ 
gong B, C, D, x, den einen oder die beyde 
ausgenommen, wodurch der Durchmeſſer geht, 
die Linien PB, PC, PD 2c. zieht, fo muß das 
Product dieſer Linien eine ſolche Form bekommen, 
daß es, wenn n ungerade ift, für OP =r werde 
= Dr: und rn-1 für OP — o, und daß es, 
wenn nu gerade iſt, in jenem Falle 3 nrn-2, in dies 
fem ım-2 werde. Dieſe Form zu finden, muß 
man den Wehrt einer Chorde AB durch PB und 
die beſtaͤndigen Groͤſſen AP und AO auszudruͤk⸗ 
ken ſuchen. Dieſer Wehrt in (95, 96) fur w 
ſubſtituirt, entftebt eine Gleichung, deren Wutz 
zeln die Linien PB, PC ze, find. Man braucht 
hier aber nur das bekannte Glied zu ſuchen. | 

Mau beſchreibe demnach über dem Durchmeſ⸗ 
ſer AB (Fig. 12.) aus dem Mittelpunkt O den 


HBalbeirkel ABC ; ziehe von dem Endpunkt des 


Durchmeſſers A eine willkuͤhrliche Chorde AB, 
und von einem Punkt P des Durchmeſſers, der 
duch auf der Verlangerung deſſelben genommen 

wer⸗ 
| E | 
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werden kan, die Linie PB, und laſſe von B auf 
AC das Perpendikel BI herab. Nun iſt PBqu 
= Aßqu x APqu — 2AP. AB. coſ. A (153 
oder wenn man fuͤr AB. coſ. A ſeinen Wehrt 
+ Al ſchreibt, nachdem A ſpitz oder ſtumpf iſt, 
ſo hat man RER 
PBqu = ABqu $ APqu AP. Al. 


— AB 
. Ge rb APqu H PaE AS 


AO ` 
Hieraus folgt ABqu —(PBqu —APqu OP. 


Oder in Zeichen, wenn AB=w; PB=r, 
A0 r, OP a, AP rat fo ik. 


r s 
ww -— Ge (tt — (r —2)*). 


Wenn man dieſen Wehrt fir ww in (o5) ſezt, 
fo erhält man eine Gleichung, deren Wurzeln 
ſtatt der Chorden AB, AC xc, die Linien PD, PG 
x. find (Fig. 10. 11). Aus jedem Theile der 


Gleichung (95) entſteht eine Folge von Gliedern, 
die Potenzen von t enthalten, nebſt einem, worin 


, Er. 
diejenige Potenz von (r-a) rS vorkoͤmt, auf 
| weh 
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welche w in der Gleichung erhoben war. Die 
| Potenzen vonr; a und r-a, und die Producte, 


die aus ihnen gemacht werden in den Gliedern, 


welche kein t enthalten, ſind nach der Ordnung 
der Theile der Gleichung, woraus ſie entſtanden 
ım-2 (ra)  rm-Xr-a)* 


iib, lan Sri V 8 


A : * 
(r- a)n- -I. rn: | 


uo e 5 


q(n-D:2 
Jedes Product enthält n-r Factoren, wenn 


man fuͤr die Factores des Diviſors eben ſoviel 


aus dem Dividendus abrechnet, oder ihre Di⸗ 
N ift vom (n- yen Grade. Ein Factor 


rr 
EE f w. wird für feine Dimenfion, 
' aa 


fo: siia ds einen num Corffiienten ge 
rechnet. | 


. EEE 


Man uh fi die ganze Gleichung mit 


aiz: rn U): EEN enthalten die gegebe⸗ 
uen Theile der Gleichung lauter Producte aus Po⸗ 
tenzen von r und a, nemlich rn-1, arn a, a*rn-5 


an- zr, an-. Weder a noch r kan auf eine 


höhere Potenz als die (n-- T)te ſteigen, weil vor⸗ 
her die Producte nur von der (n- ten Dimen⸗ 
-fion waren, welche durch die Multiplication mit 
einem Soblcorificituten wie gra" T0) i, nicht 
geaͤn⸗ 


ur 
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geaͤndert wird. Es kan auch weder a noch r als 
Divifor vorkommen, weil alm ra die höchfte Po- 
ten; von a ift, welche in dem Nenner, und rin) 2 
die niedrigſte von r, welche in dem Zaͤhler der 
Producte vorkömt. Und daher muß der Expo⸗ 
nent der Potenz von er ſoviel wachſen oder abneh⸗ 
men, als der von der Potenz von a abnimt oder 


waͤchſt. , 


Man gedenke fid die bekannten Theile der 
Gleichung aus allen Gliedern derſelben geſam⸗ 
melt, und die, welche einerley Producte von r 
und a enthalten, zuſammengenommen, ſo wird 
Dietz Summe folgende Gejtalt hahen, Arn-1 
ca Barn-2 ＋ Ca’ın-3 . . Pan-zrÆ Qan-1—x, 
wo A, B, C, xc. die Zahlcoefficienten find, wel- 
che in die Producte von a und er multiplieirt werz 
den. Dieſe Summe jedesmahl als poſitiv be⸗ 
trachtet, iſt demnach das Product aller der 
Wehrte, welche t hat, die negativen bloß der 
Groͤſſe nach betrachtet. Soll nun das Pro⸗ 
duct = rn-1 für OP oder a — o werden, fo muß 
Azı fen. Soll es nrr-t für a =r werden, fo 
ift die natuͤrlichſte Suppoſition, die fich gleich anz 
bietet, B — 1, C — 1, und jeden folgenden Coef⸗ 
ficienten = £ zu ſetzen. ie Vorausſetzung 
muß nur noch beſtaͤtiget werden. Man formire 
für ein Vieleck von n 2 Seiten eine aͤhnliche 

N G 2 S um⸗ 
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Summe, wie T, memi), Arn ër p Parn 
ga Ca? rm . Dan Ranr San 1. 
Dieſe wird (n 2)rn An, wenn a= r ift, oder 
fie entſteht in dieſem Fall aus der Reihe L durch 
rè multiplicirt, und um rn Ar vergroͤſſert. Da 
nun die Coefficienten kein a oder r enthalten, fo 
ift es gleichgültig, was a für einen Wehrt hat, 
um die eine Summe aus der andern herzu⸗ 
leiten. Man muß nur zu dem Ende E mit r* 
multipliciren, und die Producte avr, amr, 
welche durch dieſe Multiplication nicht hervorge⸗ 
bracht werden, mit ihren Coefficienten zufetzen, 


und es it daher überhaupt, (Arn - F Barn-2 
. Qan- 9r? = Arn g. 1 qa Barn. Qan- tr*, | 


Ufo wuf A =A, B— 95, uf w. Don, oder. 


die Coefficienten A, B, Cac. hangen von n nicht 
ab. Da fie nun von r unb a cud nicht abhaͤn⸗ 


A 


gen, fo ift nichts übrig, was ihnen eine verſchie⸗ 


dene Griffe geben konnte. Sie find gleich; und 


da Ac 1 ift, ſs ift jeder, der nicht Zo iff, auch 


c-r. Ihre Summe it aber n, fo wie ihre 
Anzahl, folglich kan keiner = o ſeyn. 
Es iſt demnach das Product aller Wehrte von 
t für ein ungerades n dieſes, ru-1 A arn- 
L a⸗ru-3. Tan- ar F ant, Dis iſt das 
Product PB: DC. PD. x. der Linien, welche, 
AP ausgenommen, (Fig. 10.) von P aus an die 
Winkelpunkte eines Vielecks von einer ungeraden 
Anzahl Seiten (n) gezogen werden. Man fee 
den Factor AP = r — a hinzu, fo wird das woe 
duct PA. PB, PC. etc, — m — a5, Mis 


SI 


Wenn 
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Wenn man für ein gerades n In (96) ſtatt w 
feinen Wehrt durch v ſetzet, fo bekömt der gegebe⸗ 
ne Theil der Gleichung die Geſtalt Arn 2 
F Barn-3 Caen. . Pan- ＋ Qan 2. 
Man formire für ein Vieleck von np 2 Seiten 
eine ahnliche Summe, Arn SSarn- i Ca^ 17-2 
. Oana? di Ran- ir E San. Jene wird 
rn- Dr a = o, und diefe ru für eben dieſen 

Wiehrt von a. Es iſt alfo A — Jr, Jene 
wird — Inrn- 2 für ar und Dekan Ha) rn. 
Sie entſteht alfo in dieſem Salt aus jener, wenn 
dieſelbe durch r multiplieirt und um ru vergroͤſ⸗ 
fert wird. Weil aber die Coefßcienten von a 
nicht abhaͤngen, fo HE es gleichgültig, was a für 
einen Wehrt hat, wenn man die eine Summe 
aus der andern herleiten will, und es ifr demnach 
überhaupt, Arn E Barn-1 N Ca' n- V... 
. Qan-27? = Arn I Barron di Ea re-a 
.. . J Qan- ar-, wie vorher. Folglich HE 
lezten Coefficienten R unb S müflen aber 
fo beſchaffen ſeyn, daß fic zuſammen =r fnd; 
weil fuͤr a r dis ihre Summe iſt. Weil alfo 
die Coefſieieuten von n nicht abhängen, fs find 
fie alle einander gleich, diejenigen nemlich, die 
nicht Zo find. Da wir nemlich alle mogliche 
Producte aus a under gemacht haben; ſo iſt es 
möglich, daß einige davon nicht vorhanden ſind, 
und der Schlutz von der Gleichheit der Coeffiel⸗ 

enten geht auch nur auf die wuͤrklich vorhande⸗ 
nen. Es if aber A = 1 alfo jeder Cocyieitas 
der nicht Do if, Rn, Da nun Nu s, 
1 — es La 
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fo. ift einer von beyden = o und fo überhaupt ift 
von je zwey Coefficienten von Ende an gerechnet, 
einer — o, daß die Exponenten zweyer naͤchſtfol⸗ 
gender Potenzen von r um 2 unterjchieden find. 
Da aber die Potenz zu A gehörig, nemlich rn in 
der Summe vorkoͤmt, ſo kommen alle Potenzen 
mit geraden Exponenten darin vor, und die mit 
ungeraden fehlen. Es iſt demnach für ein gera⸗ 
des n der geſuchte gegebene Theil der Gleichung 
dieſer, rn- 2 Ha rn- 4 Ha rn-6 . an- 472 Fan- 2, 
welcher = jornz für a — r wird. Dis iff das 
Product aller Wehrte von t, oder das Product 
FB. PC. ie, der Linien, welche (Eig. 11.) von P 
aus an alle Winkelpunkte eines Vielecks von einer 
geraden Anzahl Seiten (n) gezogen werden, die 
beiden ausgenommen, wodurch der Durchmeſſer 
geht. Setzt man den Factor AP. PD — (ra) - 
(ra = rr — aa hinzu, ſo wird das Product 
alter dieſer Linien = rm — an, wie für ein unge 
rades n. Alle diefe Schluſſe gelten auch, wenn 
der Punkt P auf dem verlängerten Halbmeſſer 
auſſerhalb des Cirkels fallt, nur daß alsdenn das 
gefundene Product — an — r^ wird, weil man 
izt das Product der Wehrte von t durch a—r 
oder aa — rr multipliciren muß. a 


um XXXIE- 

1 befümt alfo folgenden febr artigen Lehre 
u P : i 

98) Wenn man in einem ordentlichen 

Vieleck von n Seiten für den Radius =r 

den Halbmeſſer durch einen Winkelpunkt 

| | ee e deſſel⸗ 
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deſſelben ziehe / und auf dem ſelben oder deſ⸗ 
fen Verlangerung einen Punkt P nime, Getz: 
ten Entfernung vom Wiirtelpuntre —» iff, 
ſo iſt das Dreier von allen Linien, welche 


aus dieſem Punkte an alle Wintelpunkte 


des Viclecks gezogen werden, gleich dem 
Unterſchiede zroiſchen der nien Potenz des 
Balbmeſſers und derſelben von der gedach⸗ 


ten Eneftrunng; oder es HE dis Product: 


Zm — an, Wenn roa eder San — 1m, 


Wenn r Sa, 


ee 


Wenn man die Zahl der Seiten verdoppelt, 
oder fie zn nimt, (Fig. 13.) und wiederum nad» 
allen Winkelpunkten K, a4 B, b, C, c, z. des 
Vielecks Linien von einem Punkte E auf dem: 
Halbmeſſer OA zieht, fo iſt ihr. Produet: 
Dran — gan, Dieſes durch das Product Det 
Linien PA, PB, PC, welche nach den. Winkel⸗ 
punkten eines Vielecks von m Seiten gezogen were 
Dep, und welches Den — an iſf, dividiret, gibt. 
zum Quotienten cm an. n dE 

99) Demnach find: Die Jactoren der zwoey⸗ 
theilichten Groͤſſt rm — am, die Linien P, 
FB, PC, weiche man in einem Kirkel, 
deſſen Halbmeſſer Der iſt, von einem Pante 
te P, deſſen Enrſernung vom Niicreipunkr. 
a ift, an allt Winkelp unte uns X iclectos 
von an Seiten ziehen kan, je einen um don 
andern genommen, und den aug vom 
dem gemacht, durch welchen OT" gehe. 

Und die Sactores der Grofe rn chem find 
die Linien „ welche von E an die irigos 


G `" gës 
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3yoffcben jenen fallende Winkelpunkte gezo⸗ 


i t 


nung zu vermeiden, und den Beweis allgemeiner 
zu machen. Ueberhaupt waͤre es dem Vortrage 
der Mathematik zutraͤglich, wenn man brfrer bere 
ſuchte, die Rechnung durch ein Raiſonnement 
abzukürzen, oder zu uͤberſchlagen. Jene wird 
immer beſchwerlich, wenn man die Schlußfolge 
der Begriffe nicht mehr deutlich darin erblickt, 
und bloſſe Rechnungsvortheile verſuͤſen die Ar⸗ 
beit nur wenig. Dieſes bleibt immer unterhal⸗ 
tend und befriedigend. Eine Verbeſſerung der 
Rechnung, wie die gedachte, aber im Groſſen, 
wird vermuthlich die ſeyn, welche wir von dem 
Herrn Euler, nach einem Briefe deſſelben an - | 
i Al | 
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Koͤnigl. Akad. zu Berlin (allgem. deutſche Bibl. 
8. B. 2. St.) zu erwarten haben. Er zeigt dar⸗ 
in an, daß er eine Methode erfunden habe, die 


Bewegung des Mondes, welche bisher ſo uner⸗ 
mesliche Rechnungen erfodert hat, auf eine phi⸗ 


loſophiſche Berechnung zu bringen. Unter 
den Erfindungen der neuern Mathematik wird die⸗ 
fe einen ſehr hohen, vielleicht den hoͤchſten Rang, 
behaupten. | 


M 


XXXIII. 


Man kan die Sinus und Coſinus der vielfa⸗ 


chen Winkel aus denſelben der einfachen auch 
noch auf andere Art, nemlich durch die beſtaͤndi⸗ 
ge Hinzuſetzung des einfachen Winkels, aus 
(25,27) finden. Es ſey der einfache Winkel 
=z, finz=x, cof.z=y, ſo iſt 
erftlich ſin. 22 = 2xy und coſ. 22 — yy — xx. 


Ferner lin. 32= fin. 22. cof 2 ¶ ſin. Z. cof. 22 — 


2xyy di Xyy — X5 —3xyy . 

Und cof 32 = cof2z. col. z — fin. 22. fin. 2 
| = y? — XXV m 2XXy — y? — gx y. | 
Weiter ift fin. 4z —fin.3z. coſ. zin. Z. coſ. 32 
—3xy! — xt y dy? aty = 4xy!— 4x? y. 
Und cof. 4z = cof 32. cot z — fin. 32. ſin. 2 = 
V E: UEBER put y? Zei, 3K * ENT AN GN y Jh x^. 
Man bemerkt hieben leicht, daß die Formeln für 
den Sinus und Coſinus des vielfachen Winkels 
aus den Gliedern der Potenz des Binomium 
y Fux, deren Exponent die Zahl des Vielfachen 
don den: Winkel ift, beſtehen, und daß die ge 
raden Glieder, nemlich das zweyte, vierte, u. ff. 

ö fur 
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fuͤr den Sinus, die ungeraden fit den Coſinus 


des gie chen, beydemahl mit abwechſelnden Zei⸗ 


chen gehoren. Die Allgemeinheit dieſes Geſetzes 
zu beweiſen, formire man erſtlich die Potenz 
(y Bx) — yn EZ Axyn- 1 . Bx? yn«z ＋ 
Cx? yn-5 Q etc. Nun ſetze man, daß 
ſin. nz —Axyn- 1 Cx) yn-see Ex yn-5—etc. 


Ze und 


cof.nz —yn— Bx? Fb e FN y e 


gu erc., fo ift e 
fin. (n= lin. nz. ETT m fin. z. coſ. nz 


Axy” — Cx! yn-2.«b Ex’ yn-4 — etc. 
E en — Bx*yn-2 A. Dx yu — etc. i 
—(nBA)xyn Se er (DEE yr 


— etc. 


und 


cof. desamor nz. e? 2 — fin. nz. ese 
Oymii— Bx*ys- rp Dx* yns Fx6yn- etc. 
— Ax^ yn- Cx yn-3— Exs yns etc. 


Sek — (ABB Je yt f (GpDyetyr s 


Ech) x5y'75 d etc. | 
Nun ift aus der Formation der Potenzen eines 
Binomium y T x bekannt, daß wenn die Coef⸗ 
fieienten von » und y in dem Wehrte von 
(yxp. x)n die Groͤſſen 1, A, B, C, D; E, F, x. 
- fib, alsdenn die Coefficienten in dem Wehrte 
von (y X) Diele werden, T, Cr A), 
(ABB), (EEC), (CRD. SEL EEF Ren * 
enn 


* S. Kästners Anal. di Grin F. 125 
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Wenn alſo fuͤr einen Wehrt von n die Coeffi⸗ 
tienten in dem Wehrte von lin. nz und cof. nz 
die Binomialcoefficienten der Potenz (y X) n 
find, fo find Ge in dem Wehrte von lin. (nz) z 
und cof. (nc) eben fo die Binomialcoefficienten 
der naͤchſthoͤhern (nten Potenz von (yx). 
Sie find es aber fùr n 2/n 3, n—4 5; alfe 
auch für n = 5, folglich auch fur n — 6, und jo 
ferner fuͤr alle folgende ganze Zahlen. Die Bi⸗ 
nomialcoefficienten, deren Stelle durch eine gera⸗ 
de Zahl angedeutet wird, werden für lin. (nk) Z 
wie für lin. nz genommen, und die, welche die 
erſte, dritte u. ſ. f. Stelle einnehmen, gehoͤren zu 
dem Wehrte von col. (n.1) z, wie fie zu dem 
von cof. uz genommen wurden. Die Zeichen 
wechſeln für den Sinus und Coſinus des naͤchſt⸗ 
hoͤhern vielfachen Winkels ſo ad, wie ſie in dem 
Werte des Sinus und Coſinus des naͤchſtvor⸗ 
hergehenden Vielfachen geſezt wurden, und fuͤr 
beyde wird die Folge der Exponenten von x und y 
nach demſelben Geſetze beſtimt. Das angenom⸗ 
mene Geſetz iſt alſo allgemein richtig, und, wenn 
man für A, B, C. ihre Wehrte ſezt, ſo eto 
hält man | : 
Se nin n- 2) 
100) ſn. nnn. Z. cſ. z.. SS setzen 


L3 


on-) (6-2) (n-3) (1-4) 


—— 


ſin. z” coſ. zus 
I, 2. 3. 4. $ i : A 


rom 
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| (a) 


ſin. 2. coſ. zn. a 


| n 
101) cofnz-cof. n 
- n(n) (n- 2) (0-3 | ; l 

m BORD ; 2) (03) fin. z* .cof.z1-s+—etc. 

Y f 1. 2, 2. | 

| n(n-r)(n-2) | 

X o2) tang nz=(n tang.z — ni ee tang. 23 
: NGA CDM 1. 2. 3 


n(n-(u-2(n-3(n-4) .— mini 
— tangas etc. (im — tang. 24 
d. 2 3. 4. 5 1.2. 


I, p 3. A i 
Die lezte Formel entftebt aus den beyden erſtern, 
wenn man die (100) durch die (101), und in dem 


F 
Wehrte von = tang. nz Zaͤhler und Nenz 


coſ.nz 


ner durch col. zm dividirk. Zu bemerken ift noch, 
daß die Exponenten von lin. 2, col. 2, tang. 2 


nicht zu den Winkeln, ſondern zu ihren Sinus xc. 

gehören. 

Dieſe Formeln gelten, welches wohl zu mer⸗ 

ken ift, nicht allein, wenn n eine gerade Zahl ift, 

ſondern auch, wenn es eine gebrochene oder irra⸗ 

tionale bedeutet, wie izt ſoll gezeigt werden. 

XXXIV. 

Aus den Formeln Croo, 107) läßt fi fin. 2 

und col. 2 durch fin. nz und cof. nz auf folgen⸗ 


e Art durch Naͤherung ausdruͤcken. e ift 
j ` ES 1.2 
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fin. 2 = I fin. nz. cof. zi- n by Sc D (22 
n IS; 
fin. 23. co, z^ .... unb coſ. zu = cof. nz 
n (n-1) | 3 
* fin. 2. col zu- 2. Folglich ift 
I, | 1 


der erſte Theil des Wehrtes von col z co 
Hieraus ergibt fich von lin. 2 der erſte Theil = 
Š i-n 


Re SE in m | 
; lin. nz. cof. nz ^ , und dieſer nebſt dem von 
coſ. 3 in coſ. zn ſubſtituirt, gibt coll an = cof. nz 


n(n-r) (1-0) 

* fin. nz? cof.nz-t . coſ.na e 
I. 2. nn ! . 2, , 

" : S ; j ; T 

fin.nzz.cof.nz* , . . und col 2 — coſ. nan. 


vo 1 | 
— — — fin.nz?.cof.nzn2 ,. . wie man 
l. 2.nn j 


auch unmittelbar aus (ror) erhält, wenn man 
den vielfachen und einfachen Winkel mit einan⸗ 


der verwechſelt, und E ſtatt n fehreibt. Date 
: Y-n ; 


(-n) 


aus wird cof. zen = cof. nz a — 


„. 


Anm. Nach dem Binomiſchen Lehrſatz, welcher auch 
von gebrochenen Exponenten gilt. S. den Sipang 
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z H 1 ` I- n 
> » A — 
(cof nz» ) . coſ. nz un = col nz n 
i E EA 
rn)” 6n o —8 
— ( fin. nZ*. cof. nz n 1 und der 
1. 2. nn * | 


I 
zweyte Theil dieſes Wehrtes in = ſin. nz. coſ. zr n 


ſubſtituirt, wird das zweyte Stuck dieſes erſten 


" ` (1-n)? en =? 

Theils von fin. 2 = — In.nz?.chnz n . 

J. 2.15 

Wenn man nun auch in dem zweyten Theil von 

fin. z den erſten Theil von fin. 2 und col. 2 ſub⸗ 

ſtituirt, fo wird das erſte Stück deſſelben = 
1 ^ M 1 ' S 


— 


EE 2 fn.nz} .cof.nz " Se 


- 22 ` 88 
3 Gre) ER cof. nz n "hm 
| di WU A Aa d 
und dieſes zu dem zulezt gefundenen Stück von 
ſin. 2 addirt, erhaͤlt man den zweyten Theil des 
: (1-n) (1-2n. 
Wehrtes von fin. z= — are fin.nz?, 


— 


I. 2, 3. n? 
1 
EEE. 


D ) Es 
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E | * : I TE E 
Es iſt alfo fin.z = Br lin. nz. cof.nz n 


! 1 
(r-n) (In) 5 
sen) fren, Dn. nai. coſ. nzn . .. Wie 


Is 2. Zenz 
man aus (100) findet, wenn man den einfachen 
und vielfachen Winkel mit einander verwechſelt, 


1 ; ae 
und — fatt n ſchreibt. 
n 


Wenn man mit den beyden gefundenen Thei⸗ 
len der Wehrte von fin. nz und cof. nz ſo ver⸗ 
fährt, wie mit dem erſten geſchehen ift, fo erhaͤlt 

man den dritten Theil ihrer Wehrte, und ſo im⸗ 

mer mehrere. Aber die Rechnung wird je laͤnger 

je weitlaͤuftiger. Wir müffen alfo verſuchen, das 
ſchon bemerkte Geſetz auf eine bequemere Art zu 
Bey der Reihe, welche den lin. 2 und cof 2 
durch fin. nz und co nz ausdruͤckt, hat man auf 
zweyerley zu ſehen, auf die Coefficienten mit ihren 
Zeichen, und auf die Folge der Exponenten von 

en Potenzen des fin. nz und cof. nz. Die feza 
ten wollen wir zuerſt vornehmen. : 

I. In ben Formeln (100, 101) iſt n ber Sum⸗ 
me der Exponenten von lin. 2 und cof z in jedem 
Gliede des Theils der Gleichung rechter Hand. 

Yet lin. nz und cof. nz können daher als Pro⸗ 
ducte aus n Factoren, oder als Grbſſen von n 

Dimenſionen angefehen werden, und ſind es auch, 
| wenn 
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wenn man die (ri - 1) te Potenz der Einheit als Tas 
ctor zu ihnen binzufüget. Wenn man nemlich 
die Dimenfionen der trigonometriſchen Functio⸗ 
nen zählen will, fo muß man (1. Kap. X.) rfinz, 
r col. E (Gott fin. Z, cof. a fesen. Dadurch koͤmt 
in jedem Gliede des Theils der Gleichung rechter 
Hand, die Potenz ru als Factor, womit folge 
lich auch der Theil rechter Hand muß multiplicirt 
werden, welcher rn fin. nz wird. Es bedeutet 
aber r fin. nz den Sinus von nz für den Halbe 
meſſer r berechnet, welcher alfo in ın-ı, oder 
wenn man den Halbmeſſer zur Einheit nimt, in 
die (n- 1) te Potenz derſelben muß multiplicirt 


werden. Dieſer Subſtitution überhoben zu ſeyn, 


braucht man nur fin. nz unb coc enz als Groͤſſen 
von n Dimenſionen zu betrachten, wenn dem 


fin. 2, cof.z eine gegeben wird. Daher wird 
1 D 2 ` " . „ 1 

fin. —z als eine Groͤſſe von der Dimenfion— 
ec? ! n 


theil zu betrachten ſeyn, wovon nemlich n als Fa⸗ 
ctoren genommen, eine Grofe von einer Dimens 
E , 


ſion ausmachen. Und lin. nz w ift eine Gröſſe 
f ig 


von einer Dimenfion, fo wie lin. nan von groep 


u. ſ. w. 


2. Dis vorausgeſezt, ſo werden die Theile der 


Reihe, welche den lin. 2 oder col. z durch fin.nz, 
cof. mz ausdrückt, alle von der Dimenſion, Eins, 
Don, Denn es ift uberhaupt wahr, daß, wenn 

| : man 
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man aus einer gleichartigen Gleichung zwiſchen 
mehreren Groͤſſen eine durch die übrigen ſucht, 
der Wehrt derſelben aus Theilen beſtehen wird, 
welche mit ihr dieſelbe Dimenſion haben. So 
werden die Theile der Gleichung (100) nachdem 
fie durch col. zn-* dividirt iſt, von der Dimen⸗ 
ſion Eins. Der Wehrt von lin. 2, ſo weit man 
ihn mag berechnet haben, in (101) geſezt, laͤßt 
die Theile dieſer Gleichung von n Dimenſionen; 
und wenn man daraus den cof.z ſucht, fo mer: 
den die Theile des Wehrtes, es moͤgen ln. 2 und 
coſ. 2 darunter noch vorhanden ſeyn oder nicht, 
auch von der Dimenſion, Eins; wenn man die⸗ 
fen Wehrt wieder in (100) ſubſtituirt, ſo bekom⸗ 
men deſſen Theile die Dimenſion, welche dem 
Exponenten der Potenz von colz gleich ijt, die 
herausgeſchaft ward. Denn der Exponent der 
Potenz einer zwey⸗oder vieltheilichten Groͤſſe, ift 
die Summe der Dimenſionen von den Factoren 


jedes Theils dieſer Potenz. ! 
3. In der Reihe für fin.z kommen die ungera⸗ 
den Potenzen von fin. nz nach der Reihe in Po⸗ 
tenzen des cof. nz multiplicirt vor; in der Reihe 
für cof. 2 die geraden. Denn erſtlich find in der 
Gleichung (100) nur die ungeraden Potenzen 
von ífin.z vorhanden. Get man für dieſelben 
den erſten Theil des Wehrtes von lin. 2, fo er⸗ 
haͤlt man wieder eine Folge von ungeraden Po⸗ 
tenzen des lin. nz, und wenn man hieraus, ohne 
ſchon die Potenzen von colz herauszuſchaffen, 
die ungeraden Potenzen von lin. 2 formirt, fo 
erhaͤlt man lauter ET bon fin, nz 
. Mg 
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in ben Wehrten der Potenzen des lin. 2. Formirt 
man aber die geraden Potenzen von lin. 2, fo erz 
haͤlt man lauter gerade Potenzen des lin. nz. 
Dieſe in (xor) geſezt, erhält man in den Wehr⸗ 
ten des coſ. 2 und deſſen Potenzen, die durch 
Naͤherung gefunden werden, lauter gerade Poten⸗ 
zen des fin. nz, in Potenzen des cof. nz multi 
plicirt. Wenn nun diefe Wehrte in (100) ge 
ſezt werden, ſo geben die ungeraden Potenzen des 
fin. nz daſelbſt in die geraden jener Wehrte 
multiplicirt, wiederum ungerade Potenzen des 
ſin. nz. | 

4. Es ift alfo die allgemeine Form eines unbe⸗ 

ſtimten Theiles von dem Wehrte des lin. z diefe 
A fin. nzm. cof. nzi:n- m, wo A den Coefficien⸗ 
ten, und m eine ungerade Zahl bedeutet. Iſt 
aber m gerade, fo gilt diefe Form für einen unbe 
ſtimten Theil des Wehrtes von cof. 2. Dieſe 
Form zeigt eine Groͤſſe von der Dimenfion Eins, 
wie ſin. 2 an. Es iſt nemlich | 
In. nzm. cof.nzi:n 


fin. nzm, cof.nzt:n-m = i 


DS cof. nam 

: 1n. nzm : 

i Ausdruck -- i i 
in welchem Ausdruck GE bloſſe Zahl ift, 


weil die Dimenſionen des Zaͤhlers ſich gegen eben 

fo viele des Nenners auf heben. Die Groͤſſe 
bleibt alſo einer von den n gleichen Factoren, wor⸗ 
in coſ. nz zerfällt werden ſoll; und da cof. nz 
eine Griffe von n Dimenfionen ift, fo ift cofinz :» 
von der Dimenſion Eins. | | 


5. Man 
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5. Man ſchreibe s für nz, = fuͤr 2, fo be⸗ 
kommen fin. -s und cof. —s dieſe Form, 


1 | er SC 
lin. Dn, s. cof. s: na — fins? coſ. St: 
I e ſin. ei, coſ. sin ete. 

m | 
der scfs n— Bfn.s? ‚else .. fn.s* cfs ja 


sm UC. 


Die griechiſchen Buchſtaben bedeuten die A Eat, 
cienten, deren Griffe und Sichen nun Ring 
| werden ſoll. | 


6. Der fin, 505 und coſ. Sé 174 wenn 

m eine ganze Zahl ifty geg der Formeln 
1 1 

Goo, 101) durch fin. 1 und cof. 8 ausge⸗ 


druͤckt gefunden. Die Zahl der Dimenſi 1 welche 
die Producte aus dieſen haben, iſt m. Man 
feke an ihrer Dot ihre Wehrte durch fin. s und 
Cof: s ausgedrückt, fo wird die Summe der Gy» 
ponenten in dem Ge „die aus dieſen Mer 


formirt werden, = — - fin. Du Wehrt von fin. Zs 


wird wiederum una ben Potenzen von cof.s 
nichts als ungerade ek gë des Pu unb der 
T Seno 
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e A9 l m : 1 2 

von cof. * s die geraden enthalten. Folglich be⸗ 
kommen fin. =s und cof. Ze dieſe Geſtalt: 


m : | | Tee 
fin. — s—Afin.s.cofm:n-1— Cfíin.s? coſ.sm: n· 3 
n ; 

d Efins*. cof. m:a-5 — etc, 
cof. —s = cof. sm:n —— Bfin.s*, co men. a 
n 3n . 


I D fin.s*. cof. sm:n-4 — etc. | 
7. Man nehme m für ein Vielfaches von n, 
nemlich man, daß = eine ganze Zahl bedeute, 
und gedenke ſich die ganze Rechnung, wovon bis 
izt nur die Form gegeben ijt, wuͤrklich verrichtet, 
aber fo, daß man die beiden Factoren des Proz 
ducts an zie getrennet habe, wenn es auch durch 
n zu dividiren geweſen iff, fo muͤſte man folgende 
hrte für die Coefficienten, vermoͤge (100,101). 
gefunden haben 
A = n- n t 
ann) (an: n—1) 
eee, ; 
— (nen) (en nel) (un:m—2) Sb 
Ing ost d 0. ag 
8 etc. " 
Es ift aber aleidguitig, ob man mit dem yufame 
mengeſezten Zeichen en oder dem einfachen m 
rechnet. Man muͤſte alfo die Coefficienten p 
| e 


: 
eT 
g C 
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eben ſo dins haben, wie für en, und es ift 
aher, wenn m und á pan Zahlen bedeuten, 


m * 
103) In. os = Së - fin. 8. co an: E 


ME ida on) o ins. te smita - 


E. 2, 3. LA 
See an: An) GE on: ^ 
1. 2. 3. 4. 5. n 
— etc. 
; m m' n 2 
und 104) er Ín.s?cf.sm: n 
SH ox 1.2.14 
mem nem an) nr 3m) | T E. 
, nm nN e ee gë 
. 3. 4. n. S i 
— etc. 


8. Weil jede Irrationalzaht durch das Be 
haͤttnis zweyer Rationalzahlen ſo genau als man 
will, kan ausgedruckt werden, ſo liefern die ge⸗ 
fundenen Gleichungen auch die Sinus und Coſinus 
zweyer Winkel, die ein Irrationalverhaͤltnis has — 
ben, ſo genau als man will, die einen aus den 
andern beſtimt. Da alſo diefe Gleichungen rei SG 


ihnen niemals unrichtig werden, ſo nahe anch — — 
der vorgeſchriebenen Irrationalzahl koͤmt, ſo getten 
ſie auch in völliger Schärfe, wenn man unter — — 
die Sationofyabt ef Fu 


3. Weil : 57 
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9. Weil die Formeln (100. 101) für jeden 
Wehrt von n, e$ mag eine ganze, gebrochne oder 
irrationale Zahl ſeyn, gelten, ſo gilt auch die aus 
ihnen hergeleitete (102) für die Tangenten zweyet 
Winkel, deren Verhaͤltnis, wie man will, be⸗ 
ſchaffen ift. 8 ; 
10. Es gehört zwar der Sinus des einfachen 
Winkels, wenn er aus dem gegebenen Sinus 
des vielfachen gefunden werden ſoll, zu mehrern 
Winkeln. (XIII. d. K.) Aber die Gleichung 


T 
+ fin. 2 =-—fin. nz. Col, näizpt — etc. liefert nut 
7 | 


NZ 
den, der zu dem Winkel e gehoͤret. Denn in 


der Gleichung (199) fand man den Sinus des 
vielfachen Winkels nz aus dem Sinus dieſes 
einfachen 2. Die Umkehrung der Neihe iſt ſo an⸗ 
gefangen, als wenn lin. 2 durch eine einfache 


1 d I 
Gleichung gegeben ware, durch die, lin. 2=— 


ſin. nz. cof, nannt, Die Ergänzungen, welche 
zu dieſem Wehrte hinzukommen, gehoͤren zu kei⸗ 
nem andern Sinus, als zu dem, welchen man 
aus dieſer Gleichung findet, das iſt, zu dem Si⸗ 


nz 
nus des Winkels T E Z. 
Exempel. Es fey nz oder s—30°, alfo Dn ech 
ol S = (avinar s many 
RATE 
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daß man alfo den fin. xc? ſucht. So wird 2 
SC T cof. st: 3= (407; 6, und es ift fin. xo? — 


1. \ 
1 Run (1):6 — ee T Y 
43 ; I. 2. 3. 3* Se 
4% 2. Fi 8. X3 1 S 


Ge EE 
I 2 EE 85.95 
Die Rechnung geſchicht durch die Logarithmen 
folgender maſſen. 


Li 21 8750612 

51.4 = 9,9791769 | 

Li —9,5228788 d 
31.4 — 27 7614394 í 


912634951 ' ET 0,1834 E 


Der folgende negative Theil iſt ein xvm 
Theil des gefundenen, welchen man alfo durch 
> zu multipliciren hat, wie folget. 
9,2634251 = J. 071834 * 
Kee: 9,5989700 


9, 962465 X 
1. 81 == 1, 0848 70 
8,0533801 e L. 22 W 


Unterſch. Or E 
$4 Den 


Y 
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Den bien Thel zu gu, muß man den zwey⸗ 
ten durch = 


— ober ` — 2 multipliciren. 
4.5. 9.3 137 
5870538801 = l. % 1132 dr 
J. 22 = 1,3424227 
a 9, 3964028 
113; — 2; 1303338 


Keng EE 


5 2660690 = = |. 061845 
addirt . 
4. T7 
Dit folgende negative 8 uc 6. er 
| 


von der A deen, beynahe z oder — 


Sie it affe 0,0004 — und es wird daher 

fin. 10° 0,1735 F. Aus den Tafeln findet 

man ihn o, 1736482. ; ; 1 
| XXXV. 

Aus den Formeln (73, 83) laſſen fid). die Po⸗ 


E fium der Sinus und Coſinus der einfachen Win⸗ 


kel durch die der vielfachen ausdrucken. Nemlich 
Aus den Formeln (73) erhält man 
fo 2 £l» 
4 fin. z = 3fin.z — fin. 32 : 
16 fin, * ges F MS z—5fin.32z—sfin.Zz fa 2 
= 10 ſin. 2 — 5 ſin. 32 I fin.sz 
64 
| 


vielfacher Winkel. 121 
64 fin. 2 70 ſin. 2. — 35 fin. 32 7 fin. sz 
d 242 fin. z di 14 fin. 32 : 
I 7 ſin. 2 NC e 
fin. 77 | 


64 2 35 fin.z—21 fn. 32 F/ in. 52 — ſin. 22 
u. f. w | | 


Die geraden Potenzen von fin. 2 zu erhalten, 
multiplicire man dieſe Gleichungen durch 2 lin. z, 
und zerfaͤlle die Producte aus zwey Sinus in den 
Unterſchied zweyer Coſinus, nach der Asften Forz 
mel, 2 n. A. Dn. B cof (A—B) — cof. (AB). 
So erhaͤlt man e | 
2 ſin. 2 = r—cof2z 
8fin.z+ 6 ſin. 2. — 2 ſin. 3z. ſin. 223 eſ. 2 

coſ. 22 «cof. 42 =3—4 coſ. 22 HB cſ. 42 

32 ſu. 26 = 20 fn.z*-—10 ſin. 3z. ſn. 2 EIn. 52. ſn. z 
> 10-1027 Sch 22 He. Azebcl, 42 cf 62 
10-5 coſ. 22 G coſ. 42 — coſ. 6 

128 ſn. 2 — 70fn.z? — gofin.3z.fin.z 14 ſin. x. 

E fin.z—2 fin. 72. fin. 2 

—35 —35cof2z—21t coſ. 27 ¶ 21 et As 
UEM ec. 4z - eſ. 62 cf. 62 eſ. g 
35 — 56 co 2g coſ. 42 — 8 coſ. G2 Heligz. 
Man haͤtte auf dieſe Art auch die Wehrte der un⸗ 
geraden Potenzen vermittelſt der Formel (43) er⸗ 
halten koͤnnen. Die Coefficienten in dieſen Wehr⸗ 
ten ſind die Binomialcoefficienten aus derjenigen 
Potenz, welche mit der des lin. 2 denſelben Er 
ponenten hat, wenn man für einen ungeraden Ex⸗ 
ponenten die erſte oder zweyte Hälfte derſelben, 
Kun DS i und 
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und fút einen ungeraden die gröffere nimt. Nur 
der Coefficient von col. oz ift halb fo groß, als 
wie er nach dem Geſetze der Binomialcoefficienten 
wuͤrde gefunden werden. Die Urſache davon ein⸗ 
zuſehen, ſetze man, daß fuͤr eine unbeſtimte unge⸗ 
rade Potenz, wie in den berechneten, die Coeffi⸗ 
cienten nach dieſem Geſetze gemacht werden. Es 


Ion | 

Zn - 1. n. zn —AÍfn. 2— Bin 32 ＋ Cín.5z —Dín.7z 
etc. 8 

Alſo iſt 


25 lin. zn q. t = 2A ſin. 2 — 2 fin. 32. ſin.z 
d 2Cfn.sz.fnz— 2 Dſin. 22. ſin. z. - etc. 
oder Ko : 
on ſn. Zn . 1 A—Acf2zdBcf4z—Ccef6z .. 
E BeſzCcſgz —Det6z .. | 

= A- (ATB) cof. 2z (BF cof 42 

| (CD) cof.6z . . 

Die nte Potenz eines Binomium bat np Glie⸗ 

der oder eine gerade Anzahl, wenn fie ungerade ift. 

Wenn alfo A, B, C, D, etc. die Binomialcoef⸗ 

ficienten einer ungeraden nten Potenz find, von 

der Mitte aus nach dem Anfang genommen, ſo 

kommen eben dieſe auch in der andern Haͤlfte vor, 

| 1 Folge der Binomialcoefficlenten von D 

an iſt | 

a D, €, B, A, A, B, . D = 

Hieraus entſteht nun die Folge dieſer Coeffieien⸗ 

ten für die (n bie Potenz, bis auf den, der in 

der Mitte vom Anfang und Ende gleichweit ents 

vernet ift, 7 E^ Bt 

- - (Dip O), (CB), (BEA), 2A. 


Wenn | 


— - 
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Wenn alſo für eine ungerade Potenz das bemerk⸗ 
te Geſetz richtig iſt, ſo gilt es auch fuͤr die naͤchſte 
gerade. Der mitlere Coefficient ift 2A für die 
Potenz des Binomium, aber A fuͤr die des Si⸗ 
nus. Dieſe Coefficienten der (n «p Dten Potenz 
ſeyn von dem mitlern an gerechnet, dieſe 
„ , y, d etc. ; 
fo it 


An fin. Zu Ki = — Belz ycf 423 cf 6z.etc. 

und | BASEL | 
an t, fin, zn qa — & ſin. 2 — 2ßcof.2z. fin. 2 

2 cof. Az. fin. z 20 cof. 6z. fin. z 
oder aus (43) | 

2134 Dn. Zu- — afın.z—Bfin.zz N fin.sz . . 
PB fn.z —yfin.3zeR9 fin.sz . . 
= (apb) fn. z — (H) In. 32 (ypa) In. 522. 
Wenn aber .. d, y, G, œ, Bays 0 e . Dit 
folge der Binomialcoefficienten der (n db ten 
Foren eines Binomium iſt, ſo iſt ſie fuͤr die 
(nazjte bis auf den lezten der erſtern Hälfte Dies 
ſe: . (JE), (Ig), (SA). Wenn 
alſo das bemerkte Geſetz fuͤr eine gerade Potenz 
des lin. 2 gilt, fo gilt es auch für die naͤchſte uns 
gerade, und daher auch, wie vorher gezeigt, wie⸗ 
derum fuͤr die naͤchſte gerade. Es galt aber fuͤr 
die berechneten geraden und ungeraden Potenzen, 
alfo für alle folgenden. Aus der allgemeinen Be⸗ 
rechnung erſieht man zugleich, wie die geraden 
Potenzen durch Ceſinus, die ungeraden durch 
Sinus vielfacher Winkel entwickelt werden; wie 
die Folge dieſer Winkel beſchaffen iſt; und wie 
; Die, 
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die Potenzen der 2, mit den Potenzen des fin.8 
fortgehen. 

Es pn alfo die Potenzen des fin.z folgende, 
105) ſin. 2 = fin.z 

2 (ſin. 2) - coſ. 22 
4 (fin. Z} —3 ſin. 2 — ſin. 32 
8 (fin. z). —3 —4cof2z I coſ.42z 
16 (ſin. z)? = 10 ſin. 2 — 5 ſin. 32 ¶ fin.sz 
320 fin. Zz) Oo y cof.224:6 coí.4z—cof.6z 
€4(fin.z)? =35 fin. 2iſin Szen, 52 — fin. 72 
a2g(fn.z)* = —35—56cC2z:p28cf.A2--Bcf. 2 pef. 8n 
etc. 


x XXV I. 

Die Potenzen des Coſinus des einfachen Win⸗ 
Fels durch die Coſinus der vielfachen ausgedruͤkt, 
findet man aus den Sorah; Za folgender⸗ 
maſſen. 
2(cot. zy) —mEcof. 22 
cof: 2) —3cofzd«cof.3z.. 

( co) AA cof ao. 42 
ZT AcO . 22 cc, 
16 (cz): =—scol.ziht scof.zdscofazzp co ca 
SiO cof. Zz ESO s 
Man kan auch dieſe Potenzen unabhaͤngig von je⸗ 
nen durch die fortgeſezte Multiplication in 2cof.z 
finden, wenn das Product zweyer Coſinus in die 


Summe zwweher Coſinus nach (44) verwandelt 
L 


würd Ss wird 
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32(coſ. z) —20 ETA ꝙ iocſ. 32. eſ⁊ ¶acſ. S. eſ - 
SO IO coſ. az NS co. 42 coſ. 62. 
| S coſ. 22 ¶ coſ. a2 
Us c8 T6$gascof2z346cof AEO. 62 
Das Geſetz ber Fortſchreitung ift hier eben daſſel⸗ 
be wie für die Sinus, und der Beweis iſt auch, 
derſelbe. vk ui 
ift alfo die Progreßion der Potenzen des 


Es 
Col z 
106) cof.z=cof.z ES SE 
Steotaizugbeot o ee 8 
4(cofz)? —3cofzekcof 32 | A 
S(cof.z)*—59Ra4cof2z-Fcof 42 
16 (cz Oc. zebscof.3zeRcof.5z 
32 (cf.z)6—3108fi5co( oz 6cof.4zeRcof.6z 

Date, aisen), ,jõ e Cof. 52 eo. 22 
E ou C > 


j = XXXVII ipod 

Durch Huͤlfe dieſer Formeln kan man die Qua⸗ 
drate, die Würfel und die höhern Potenzen der 
Sinus und Coſinus ſolcher Winkel ſummiren, 
die in arithmetiſcher Progreßion fortgehen. Eine 
ſolche Summe zerfällt in Summen von Sinus 
oder Coſinus, deren Winkel auch in arithmeti⸗ 
fiber Progreßion find, wovon man ide aus (67, 
69) finden kan, und fie alsdenn zuſammen neha 
men muß. SC KE 


Fuͤnftes 


4 
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Fünftes Kapitel 
Erfindung der f trigonometriſchen Fun⸗ 
etionen aus den Winkeln und dieſer 
aus jenen. 


(Winkel oder Bogen 2 ohne Ende abuebz 
men, und en dagegen wachſen, Ip daß nz—v, 
einem endlichen Bogen gleich bleibe. Dadurch 
naͤhert fi) fin. z ohne Ende dem Bogen 2, und 
coſ.ꝝ dem Halbmeſſer Sr. Folglich wird n n.z 
zulezt = nz = v. Ferner ift v die Grenze von 
(n=) fin.z, als weiches fich der Groͤſſe n fin.z, 
oder dem Bogen v ohne Ende nähert, ie kleiner 
fin.z gegen nfin.z wird. Eben ſo iſt v auch die 
Grenze von (n—2) ſin. z, (n 3) lin. z u. ſ. w. 
Auch iſt v die Grenze von ntang.z, (n— D tg.2 
etc. Nun gilt die Gleichung, welche zwiſchen 
gewiſſen Groͤſſen ſtatt findet, auch von den Gren⸗ 
zen dieſer Groͤſſen, welche nichts anders als dieſe 
Groͤſſen ſelbſt, nur unter einer andern Geſtalt 


Man laffe in den Formeln (rop, rer, 102) den 
Gi 


ausgedrückt, find. Durch diefe Subſtitution der 


Grenzen ſtatt der Groͤſſen ſelbſt, erhält man fola. 


gende Gleichungen. 
) 107) 
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vi V 


UB sh. MR 51.3. 4.5 
v7. 


EEE Spa +p etc. 
172. 5. 4. 580. 7 
vi 8 
es Cer Tm SERDUO ST 
I. 2. 1.2.3. 4 
v5 v 1970 
v degen DEG 
I. 2. 3. 4. 5. 6 
vi y? 
c MR 
1.2.3 J. 2.3.4.3 
y4 
- H etc) 
EE Ee 


aper, wenn man die Diviſion wuͤrklich verz 
richtet, 


107) ſin. v V 


— 


108) coſ. v = 1 — 


109) tang. v = (v— el): 


y? 


Stee 


= y3 2v. 
110) tung V = Ge gen, HM 
| 1. 3 1. 3.5 
17v? 2. r. v? 
— pem B — — etc. 
J. 3. 5. 7.3 1.3.5. 7.9.3 


Das Geſetz dieſer Reihe muß ſehr zuſammenge⸗ 
ſetzt ſeyn, daß die Coefficienten eine ſo wenig uͤber⸗ 
einſtimmende Form haben. Um es einigermaſſen 
zu uͤberſehen, ſetze man 
tang. v = vip Av? FBW Cv? & Dv? etc. 
Cof, v = 1 — ay? sp Qv* - d jv - eto. 


fe 
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lin. v VA A Bv’ s Cv? ꝙ Dv? Bere. 
a — gA —aB — et etc. 
BB THA m BB s etc. 
— y — A — etc. 
zs | Eu. cer etc. 
Wenn man in dieſer Reihe die Coefficienten jeder 
Potenz von v mit den bekannten Coefficienten 
derſelbigen Potenz in (107) vergleicht ſo erhaͤlt 
man fuͤr jeden aus der Reihe fuͤr die Tangente eine 
Gleichung, woraus er beſtimt wird. Nemlich 


, I 
zuerſt iſt A — g =— oder A = 


1. et 3 J. 2 


1 x I r ; = 
———— —. Ferner it B-aA & 8 
L 2.3 3 8 f XA h B 


E EE qs 

EE 

35 J. 2. 3. 4. 3 . 2. 3. 4. 5. 6 
1 ; 17 € 


— 
— 


1. BS 3. A. J. 7. . 4 f. 3 


u. . w. Man erhält durch diefe Methode die 


Coeffictenten bequemer als durch die Diviſton, 


und ejt zugleich, daß jeder von allen vorher⸗ 


gehen⸗ 
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gehenden abhängt, welche man alſo muß berechnet 

ben, wenn man einen finden will. Zu dem Ge⸗ 
brauch dieſer Reihe hindert dis nichts, weil ſie eben 
dazu dienen ſoll, die Tangente aus dem Sen zu 
finden, wozu die folgenden Theile der Rethe nichts 
helfen, wenn man die vorhergehenden groͤſſern (in 
dem Falle daß v « 1) nicht hat. 

Die Cotangenten kan man durch eben diefe 
Methode finden. Es ift nemlich cat. v. fin.y = 
coſv. Dabey muß cot. v die Form, v. LAV 
I Bv? etc. haben, damit diefe Reihe in die des 
Sinus multiplicirt alle gerade Potenzen von v9 
an gebe. 

Man ſetze alſo nos y 
cot. v v d AN d Bv? Ov PED. Via 
fia, v = px vi s c Eher a Hd ` “m. 
ſo iſt | 8 
Cof v — 1 ep Av? ＋ Ben ＋ Cvs d Dv. 2 


„ A if el. 
+8 BA EX. . 85 
E SR è 


Deglecht man dieſe Coeffrienten mit denen in 


1 1 
der Reihe (108) ſo i A=a— — — 
à I, 2 I, 2, 3 


1 I 


este, Ferner „ 
1. 2 t 5 I, 2. 3. 3 
1 l | SER Y 
RG? 35 Ar ` EC Se 3» 4 ji 3. I» 3 
u aud 
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2 
au ae et 92 
$ f 1.3 f. Ce | 


4 I: 
! bn ` 
ET he | 
BO I KE 
un) Caas d iy zov 
v 3 3. $ 3 
2. 


Regen 


3 pis ve 
3. 5. 79 3. r3 Z, Su ms 


E: 


mor Gleichung (107) wird — 0, wenn v=o 
oder ein vielfaches der halben oe „ein po⸗ 
ſitives oder negatives iſt. Die halb e Peripherie 
fo», fo ie A Gleichung 
Si: 
o= qo —————— — etc 
SS FFF 
Wurzeln dieſe, o, En, Ian, A. ze etc. 


als welcher Bogen Sinus Do find. Mfo find - 
die Factoren dieſer Gleichung folgende; v, 1 Ce 
Yita 


> 


V V V EM y 
Eee Ix rg Lum 1 AE | 3 
N VV SC KR Vy 


etc, Meng das Se aus dieſen Factoren, 
deren j 
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deren Zahl ohne Ende ift, gibt entwickelt eine 
Reihe, welche einerley Geſtalt mit der vorgeſchrie⸗ 
benen Gleichung hot, und mit ihr durch dieſelben 
Wehrte von v, nemlich O de ay H, T3 le. 


und durch keine andere ouf Rul gebracht wird. 
Das Product und der Theil der Gleichung rech⸗ 
ich ſind demnach dieſelben, und es iſt folg⸗ 


a2) Gny = vie . 
) y e VC ETT ( Sch 


i - 111" 
e BORING, 1 VM etc. 
n un 16 | 


Y nm = in aei. di | * 


> V ( D * ) M j| A 
e i 
Der cof. v wird — oj wenn v die Wehrte g ip 
| l { ». — 2 
d is, i om, eie. bdbmt. "Diefes find alſd 
die Wurzeln der Gleichung (108) 


oy äi. 2 
Das Product A -) (1) (I —) 
er T C£ TB 25777 
etc, bekoͤmt mit dieſer Gleichung eine Ähnliche Ge⸗ 
e | J 2 | ſtalt, 
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ſtalt und wird durch dieſelbe 

Mul gebracht. St GES vier mere 

1230 cof. we ter, e De 
| 1 Ca 2573 


| he me ur 
on G etc, 


Man druͤcke v ug fein Derhältris zum rech⸗ 
ten. Winkel oder Lt aus; man fete nemlich | 


y — ee fe edit uM | 
on „ B 


Va ec) 
m mz 2nm. nn 
de . o7 LOU) OIM) ( 


2 lx —m er m 


und ihrer engm. Sunctienen, e 
Ferner , 


| | ye 
1 6 16 — c0 5 Eae 


= 


e 


nn Zinn 
.— CO 3 
49nn * 
oder 
imr n-m pta aee 37 . 
e W 
sn-m. n m 
I ) em etc. 
E c A. 
e: dr — eof (2 et a 


, 2m 


‚and cf ` — Z. = fin. 


in den Gg? iz 115), nm fis des Datz 
tigen m + un man E? fne e 
* 1 


X6) fin. a col. im = Ce ex 


1 
. E ſetze num 
Dn 


F non, 
e—) = = ze ES eO em 


und Heu 
„ PI 
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2n Em An-m, T 6n-m. 
tet Bt. 


7 ac. | 


v. 
Wenn man die Formel (114) durch die (1 7) 
dividiret, ſo erhaͤlt man 
E $ i 
118) T 1 —. . 
; 2 HU 


s e Si * 6. 6. 8. 8. IO, I E 
oder n i . etc. 
DE us 5. 2 7. 7. 9. 9« VI. 


oder l 
all = Mae 3 EC IC SS 
2 


Es ift wem das geg s zwey SECH 
geraden Zahlen zn, 2n «2, dividirt durch das 
Quadrat act zwiſchen ihnen liegenden ungeraden 


nm 2n = Toni 
Zahl on P, dieſes; . ART 
nt 4nrF2n FI Inn anz 


I 1 
d ¾— E. 1 — —. 
Ann qαn H (zn3«)* 
Be, ZG 
Hieraus findet man auch die Tangenten p 
NO 
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Factoten ausgedrückt; nemlich die Formel (ir ) ES 


durch Die (116) dividirt, gibt 
D ms» m on-m ꝝznꝗm 4n-m- 
Tam Mag; ee ee R 
n-m nim Zum Zznrm. 


Hm 
2 2) eie. 
5n -1In 


| B die Formel (114) durch die (115) dividit, 


Boy an mz m z m Jon-m) 30 n m) 
„ ‘a-m an m) »(an - m) 


( an- m/ 


4 n m/ 2 
Diefe Formeln find zwar nicht bequem, die Pe⸗ 


tipherie, die Sinus, Coſinus und Tangenten zu 


finden, weil man gar zu viele Factores braucht. 


Sie thun aber vortrefliche Dienſte, die Logarith⸗ 


men dieſer Groͤſſen zu a wovon Ga 
unten ein mehrere. | 


VII. 


Man ſetze in der Gleichung ( 45505 ‚mern 
ſchreibe v für s; multiplicire fir durch n, und 
EEN die Zeichen je zweyer Factoren, wobey 
die Producte aus ihnen ihr Zeichen ungeaͤndert 
Wer fo wird bit Gleichung dieſe, | 
(n-! *. (zn- b 


np ` vom v. E, ven 
T. 2. 3 N ; 
34 : a. 


6 5 Rap. Vergechung der Winkel 
(n- (0-1) (an- -1) (3n -1) (4-1) Wi 


1. 2. SCH 4. $. € 
fin. Lë con n- 4 ee | det 
cof. vr:n 

cof. v 


fin. vi. 81 


die ſich auch, weil cof vren- = 


TEE engt E ot Hav Si sca 
cof Vin - ——— um, unb —--—tang.v, | 
.cof.v? coſ. v * 


® 1 läßt: 


n-) 
hm. tg v tun n atte: m 
I,2,3.n 


ac Den- 9-9 C 1) (40-1) 
r E EE Be 
| Man fege nun, dafn Ga Ende inm fo 


—-— tg.v*. cf. vti here 


| 


I | 
iz y die Grenze von Gë v; . - v=vðie | 


Grenze von afin. av; und I, 2, 3, 4, etc. 


-I 2n-I n 1 
fol gweiſe die Grenzen von 2 2 ; CURE ` 
D 


An — T 
., etc. und cof. ve = I die Grenze von 
n 


cof. yr:n, — 405 Grenzen für die Groͤſſen, welche 


Go ihnen ohne Ende nähern,“ gefat, wird die 


Gleichung izt dieſe: 


121) | 
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125) Stang. v — tang. v? g tang. E 

„ mea tang. v7 ei Zong, v? eic. 
So zuſammengeſezt die Meihe (1 10) war, wel⸗ 
che die Tangente durch den Bogen darſtelt, ſo 


einfach ift ihre umgekehrte, welche den Zog 
Wa Dir Tangente aus drückt. 


ML 
Man ſetze der Kürze wegen tang. v —t; und 
. : — 2 
fin. v gx, fo iſt Fran m SC 1— xx) 


Man ſetze dieſen Wehrt in (121) für t, fo erhält 
man eine Reihe, welche den Bogen durch den 
Sinus liefert. Es iſt nemlich nach dem binomi⸗ 
ſchen Lehrſatz, der für " At von Ce 
Ale, 


. Uu 


DH ipaka) ` mmm mëi 
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1 -m: i. — g? E E n2. x6 — X? ne 
Kéi = —— äi rags o ragan ii 
T0355 ! : 
cU» rt ud etc. 
4. 16 
5 === ete, ; 
T 
eR ete, 
bere, 
1 „ a e KR 
VXN xq A x d al D x7 ＋ 2 A „ pen 


12.4 1 2. 4.5 1. 2. 3. 8.7 1254169 


— 
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Es iſt demnach he ee 
X. 3 


122) v-fin.y g S SE 2 SE | 
I. 3. 5 e | Zara dE 
5 : IET LE ſin. xs 
MI 2. 3. 8.7 I. 2. 3. 4. 16.9 


I. 3. Ce „ Dt ^ 

1, 2 EECH) n i) 

F etc. DEI. Bod a pd 
Daß es für diefe Reihe ein allgemeines Geſetz 
der Formation geben müjje, erhellt daraus, weil 


fin. vzn g 


i 


man vermittelſt der Reihe für (1—xx)-m:2 jeden 


Coefficienten durch die Zahl feiner Stelle finden 
kan, ohne die vorhergehenden zu wiſſen. Er haͤngt 
alſo bloß von dieſer Zahl ab. Das Geſetz ſeiner 
Formation muß aber ſo beſchaffen ſeyn, daß es 
den berechneten Gliedern allen gemein ſey. Die⸗ 
ſes gemeinſchaftliche Geſetz iſt dasienige, welches 
durch das unbeſtimte (ost te Glied ausgedrückt iſt. 
Die Formeln (121, 122) werden auch ſehr bez 
quem durch die Integralrechnung gefunden. 
Ich habe ſie nicht brauchen wollen, theils um die 


analytiſchen Saͤtze zu ſparen, theils die Verwand⸗ SC 


ſchaft der gefundenen Formeln vollkommener zu 
zeigen. ! de Vibe dba fg A 


: Nunmehr ift es leicht, den Umfang des Cirkelss 


durch den Halbmeſſer, und die Sinus nebſt den 


andern trigonometriſchen Functionen durch den 


| zuge⸗ 
* €. Kaͤſtners Anal. unendl. Gröſſen H. 281. 200. 
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zugehörigen Bogen, und dieſe durch fine anzuge⸗ 
ben. Zuerſt die Peripherie. Man fege in (22) 
V— x oder 45%, ſo iſt c—1,. unb es iſt : 
125) Ira; — ie beet, 
Dieſe Reihe nähert fich aber gar zu langſam, um 
daraus ~ zu finden. Eine geſchwinder convergi⸗ 
rende Reihe findet man, wenn man va} oder 
30° nimt, für welchen Bogen t= v'; i. Sie 
ift diefe, — 
2200 4 i-i Be Dëss 


r 
— Tete. 


E 9 II. T vs 
Sie a 
"y! j NET: 


S N dr? ee 


Eë Ue odes EE 


= ——— Re etc.) 
^ 1.55 


E gröſte Schwingen bey dieſer Sici: iff, 
daß man die Wurzelgroͤſſe 2v^3 = v^12 in Ehe 


viel Decimalfiguren haben muß, wenn man die 


Naͤherung weit treiben will. Dieſer auszuweichen 
zerfaͤle man den Bogen von 45?—1 in zwey 


willkuͤhrliche Bogen a und b, deren Tangenten 


PUT $3'V3 7.8 V3 


rationale Gröſſen ſeyn. Die Bogen a, a mögen 


bun, weiche fr wollen, fo iſt (35 


| 
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tang. a & tang. b 
tang. (abo "MAC Eer, 3 


1— tàng. a. tang.b 


folglich tang. s "Ring. b=1—tang.a. tang. b, 


—tang.à 

und tang. 3b EY Man- Sec b s 
2 fo ift tang. ber und felglid) ` ei 

E Ee EL e | 

d ———— — eto, . 
123 5 „ i5 dew ; MS 

I To c cM 3 
rm lp: lt bere, ` 
335 35 : E 
und ali Beyde Mele addirt, Zu 
eh: 1 pa 
A SE a CH etc. 
. SA EE 
Dg) K Soma Kä > 7 ir 


S60 Bz- 3 3 7 35 EH T e 
| Eine Berechnung der zwoͤlf erſten Stellen des 

Umfanges nach der Formel (124) findet man in 
Herrn Hofe. Kaſtners Analyſis unendlicher Grof 
fen §. 3056. Ein Beyſpiel der Naͤherung zu bae 
ben, wollen wir die Peripherie bis quf 6 Zock 
gien nach (125) "E = $ 
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2 A. * : í à d B. 
Ta - CUR cu | p — 833333333 
375 SI TECTA N 5: = 0,03703704- 
vi d Set 
= E , 03125 d E z9,00411,23- 
1 à s S SS 
GE ECH EL — 0, 06045 72$ | 
1 - kx E Ze f 
5 J D -—0,0000,080 
s SCH SES 371 — 0, 00600; 64. 


Ab i 

— — Oj 000122070 
213 ` . 

W 

. = 0) 000030517 
gu" 
TS Ge epa 
917 


ET ©; 00000063 


, = Dr 00000007, 


219 


— 
. 00000047 


v 1 1 
cA 907 
2?* 


* 
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E C. 


9) 0,00021701.. 


13) o, 00000939 . 


17) 0, 00000045 
21) O; 00000002- ` 


* 0, 70647687 


E. 


19) 0, 33333333 
$) a 00982304 
9) 0,00000564 

13) o, 00000004 


E 033416205 — 


o 50647687 
* 9, 84063822. 


(D 


3) „04166666 


7) 900111607 


11).0,00004439 
15) 9,00000203 


19) 0,00000010. 


— 9104283925 . 
F. 


3) 0,01234568 


7) 0,00006432, -ià 
II) 9,0000905 I. = 


— .0,01241151 
TARDI 04283925 


= 905524076 


EN 0,8406389 
— 0, 0572407 


— — — 


17—0,7853982 — - 
7 = 3,1412 F 
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Die Columne A enthält die ungeraden Pormal 
der 2, als Diviſores der Eins, und B auf eben 
die Art die ungeraden Potenzen der 3. Die Co⸗ 
lumnen C und D enthalten die Glieder der Co⸗ 
lumne A durch die ungeraden Zahlen 1,3,5, 7 etc. 
folgweiſe dividirt; die erſtern die poſitiven, welche 
das erſte, dritte, fünfte, u. ſ. w. find; die zwey⸗ 
te die negativen, welches die ubrigen ſind. Die 
Columnen E, F verhalten ſich zu der B auf die⸗ 


ſelbe Art. Die Glieder der Columnen D, F von 
den Gliedern d der C, E abgezogen, geben die Gib 


ſe von ix naherungsweiſt. 

Man hat den Wehrt von * unglaublich weit 
berechnet. Herr Euler in feiner Introd. in Anal. 
infin; P. I. Gap. VIII. gibt den Wehrt von z bis 
auf 127 Deeimalftellen folgendermaßen an. 
126) € — 3/141592 653589 793238 462643 

383279 $02884 197169 399375 

1057820 974944 $92307 816406 

EE Si 285208 998628 634825 342117 

60067982 148086 513272 306647 
093844 6 * 


NS 


Die Sinus ars dem zugehörigen Bogen oder 
Winkel zu finden, muß man in (107) den Bo⸗ 


gen v durch den Halbmeſſer 1 ausdrücken. Man 


ſetze von? 25 und ſubſtituire dieſen Ausdruck 


und in demselben den gefundenen Wehrt von 7 


in den Formeln (107, 108) für Vy fe kann man 


wegen 


d 


l 
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wegen des bekannten Wehrtes von z aus dem 
Verhaltnis eines Winkels zum Rechten / es mag 

dis durch die Anzahl der Grade, welche der Win⸗ 
kel haͤlt, oder auf eine andere Art gegeben ſeyn, 
den Sinus und Coſinus des Winkels finden. 
Es iſt nemlich | l 


ern m | 

| 127) fin, — 90? = ＋ —-, 115707963208 . » 
| m” 

OBERSTEN gg 


Toup 916459640975. » 


m’ 
m > =) rtg 0,0796925262 . » 
SE n? | 


ës EU IM 
e AE 00046817541 T 
nr, Mm 
Kä --— 0,0001604412 e > 
9 n? 
Pec vx 111 ; : : 
i — 050000035988 . „ 
Di? | A 


cus ME C eerie: AUS. 
EH SE neh * 


mis SE | 


"QU 3 as 


pou a. 


| 
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unb. Honor 
8 128) eot Dec 10000000000 .. 
* ^ $ i 
asesor ae 
n? X 
mt 
Wi .0,2536695079 ks 
nt e e E 
ms ai 
— --—,0 0208634807 .. 
nó 
"e | 
V CS 


LS 5 
— ——— =» 0/0000252020 .. 
n! 


mis 
i ns ,0,0c00004711. $ A 


m!^ x 
1 -.0,0000000064 . . 
go 
etc. 


Dieſe ER f nd aus des Herrn Eulers 
Introd. in Anal. infin. P. I. ete. VIII. $. 134. 


genommen, wo die Potenzen von — bis auf die 
D 


29te und zoſte, und die darin multiplicirten Zah⸗ 

len bis auf die 28ſte Decimalfigur gehen. 

Well es s hinlänglich iſt, die Sinus und ee 
nus 
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nus der Winkel bis auf 45° zu berechnen, fo ift. 
P immer kleiner als 3, und daher find die gegt 
benen Reihen febr convergent. 

Rh 


Die Tangenten und Cotangenten ergeben ſich 
zwar unmittelbar aus den Sinus und Coſinus; 
aber die Diviſion durch fo groffe Zahlen ift ſehr 
beſchwerlich. Aus den Formeln (140, 111) 
lieſſen ſie ſich bequemer auf eine aͤhnliche Art wie 


die Sinus und Coſinus darſtellen. Die Reihe 
für die Tangenten ift nur nicht febr eonvergent, 


wenn v nicht ein kleiner Bruch ift. Herr Euler 
hat an a. O. S. 197. noch bequemere Formeln für 


die Tangente und Cotangente eines Winkels m 


gegeben, und daraus eb. bal, S. 135. aͤhnliche 


Reihen fuͤr die Sinus und Coſinus berechnet. 
Die Gründe dieſer Rechnungen aber find für diez 
ſe Schrift zu weitlaͤuftig, und ich muß daher den 
Leſer auf das angefuͤhrte Werk, das jedem Lieb⸗ 
haber der hoͤhern Mathematik hoͤchſt wichtig iſt, 

verweiſen. CR 
Izt, da der Canon der Sinus, Coſinus und 
Tangenten ausgearbeitet iſt, braucht man zwar 
die gefundenen Formeln nicht, dieſe Groͤſſen zu 
berechnen. Die Vortheile der Rechnung, welche 
ſie an die Hand geben, kommen zu fpát. — In⸗ 
deffen dienen fie immer 1 den Sufmmenbang 
: le AE er 
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der Bogen und der ihnen zugehörigen trigonome⸗ 
triſchen Groͤſſen deutlich darzustellen, welcher bey 
allen Arten von Groͤſſen der Hauptzweck der ma⸗ 
thematiſchen Unterſuchungen iſt. Sie ſind auch 
in der Entwickelung der Rechnungen und zum 
Approximiren von N Gebrauch. 


Ein Vortheil bey "s Berechnung der Si⸗ 
nus und Coſinus iſt noch dieſer. Man braucht 
ſie nur fuͤr die Winkel unter 300 zu berechnen, 
fo kan man fie fuͤr die groͤſſern intel blos yd 
die Addition nnb Subtraction finden. Es ift 
nemlich fin. (309° d z) + fin. jun endis = 
2fin.30°..col.z= cof.z. (46), und cof. (30° 
2) — cof. (300 ＋ z)—2 fin.39?. ſin. 2 = ſin. Z. 
(40) Alfo ift lin. (300 K z)=cof.z—fin. (30° 
— 7) und cf. (30° RZ) — cf. (309 — 2) — M.Z 
Hieraus erhält man alfo die Sinus und Coſinus 
der Winkel von 309 bis 60°, unter welchen die 
für die griffen Winkel alle vorkommen. Es ift 
auch ſchon hinlaͤnglich ſie nur fuͤr die Winkel bis 
45e zu fuben, 
Bey den Tangenten und Eotangenten Fan 
màn ſich auf eine ahnliche Art hel fen. Es it 
| a 2 
ng. z= — — = 
(27) tangs. 2 «png ni, oder cot. 2z = 


x durch welche Gleichung man | 


2 T 
aus den Tangenten und Cotangenten von Win⸗ 
keln unter 30 die Cotangenten von Winkeln 
Aber 30° bis 60° findet. So erhaͤlt man um 


cot.z — TEN: bs 
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Cotangenten, und folglich auch alle Tangenten. 
Oder man ſetze 2 = 30? —s p fo ff 22 — 60° -28 
und cot. 22 = tang. (309 . 25) „ 
ES (300 — s) — tang. (309 — S$) yc | 
durch welche Formel man auch die Tangenten von 


| arg über 300 erhaͤlt, die aber um das dop⸗ 
pelte groͤſſer denn 300 find, als die Bintal der ger. 


gebenen Tangenten kleiner Waren 


XIII. 


Die tuomiin der Peripherie, des Sims 
und Cofinus bequem zu finden, dienen die Fors 


meln (214-118). Man muß aber mien, daß 
log. -D T -5 euer 


worunter der boperbollche zu NO ift. ide 

cher durch den Bruch o, 43423448. muß multi⸗ 
plieirt werden, um den Logarithmen der gemöhns ` 
lichen Tafeln zu befommen. Nun gibt die Glei⸗ 


chung (118) log: z A Keep gus 2 
ll les oder 


E Y 1 = 
LEN a a 
i ` ho cub r I. 15. 
e y e 
Cen eU uut EA 4.25 
E . D y 


7 — Eon GE d re 


A 1249€. 209 449" 
; ete 


^ " y 
i d A 
8 er pat ës A d 
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RE 


^ TE Kay. ceste der Winkel c. 


Dieſe Reihen zu ſummiren lehrt Herr Euler a. a. 

O. §. 169. Die ganze Rechnung findet man 

ſehr genau und weit gefuͤhrt eben daſelbſt S. 190. 

Es wird daſelbſt gefunden ` 

129) log. tabul. a = 6,497149872694 . 

welcher von báufigem € Gebrauch und von groſſ x | 
` Bequemlichkeit ift, ben genauern Rechnungen die 
Multiplication und Diviſion mit der Irrational⸗ 
zahl * zu vermeiden. 

„Die Logarithmen der Sinus und Cofi inus wer⸗ 
ben auf eine ähnliche Art aus den Formeln (114. 
115) hergeleitet. Die ganze Rechnung, welche 
wegen der dabey noͤthigen Summitungen der ba^ 

rin vorkommenden unendlichen Reihen merkwuͤr⸗ 

dig iſt, findet man beym Herrn Euler a. a. en 


"WII 13 ag 
Der Bogen, welcher dem Halbmeſſer oder der 
Einheit gleich ift, it in Secunden ausgedrückt = 


648 
jul iE (ach oder eit 
130) Are. 1 = 5401744, 8 


und "S 
648000 : 
131) log. 555 5,3144251 


Wenn ein Bogen in Secunden gegeben ift, fo 
muß man die Logarithmen des Halbmeſſers und 
der Secundenzahl addiren, und davon dieſen Lo⸗ 
garithmen abziehen, die Lange des Bogens in 
Theilen des Halbmeſſers zu erhalten. Iſt die 

| PER. Laͤnge 
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Lange des Bogens in Theilen des Halbweſſers 
gegeben, ſo wird der Logarithmus des Bogens zu 
dem 5,3144251 addirt, davon der Logarithmus 
des Halbmeſſers abgezogen, der Reſt iſt der Lo⸗ 
garithmus der Secundenzahl des Bogens; bey⸗ 


des zu Folge (11. 12). 
Sechſtes Kapitel 

Die ſphaͤriſche Trigonometrie. 

| a Ker EE : : 

as die ebene Trigonometrie für. die Lagen 
| gerader Linien gegen einander ift, das ift 
die ſphaͤriſche fuͤr die Lagen ebener Flächen gegen 
einander. d 14 1 

Die Lage zweyer Ebenen gegen einander oder 
ihr Winkel ift der Winkel zweyer gerader Linien, 
welche durch einen Punkt ihres Durchſchnitts, 
jede in einer der beiden Ebenen, auf dieſen Durch⸗ 
ſchnitt ſenkrecht gezogen werden. 

Zwey Ebenen AEB, ADI ſchneiden ſich in der 
Line AB. (Fig. 14.) Eine dritte EC ſchueide 
jene in EC, dieſe in DC. Aus dem Punkte C, 
der allen drey Ebenen gemein iſt, beſchreibe man 
mit einem willkuͤhrlichen aber demſelben Halbmeſ⸗ 
^er auf den drey Ebenen die Kreiſe AEB, ADB, 
DE, wovon in der Figur nur die Halbcirkel und 
der Bogen ED erſcheinen. Dieſe Keeiſe find al⸗ 
fo, auf der Oberflaͤche einer Kugel befindlich, de⸗ 
ren Halbmeſſer der angenommene iſt; und dote 
x | 4 4 - mite 


RR EE 


9 
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mixe darauf Dreyecke wie AED, BED, welche 


man Kugeldreyecke nennt. Die Winkel, web 
che in einem ſolchen Dreyeck die Bogen mit ein⸗ 
einander machen, ſind die Winkel der Ebenen, 


worin fie liegen. So iſt der Winkel EAD der 


Bogen EA, AD der Winkel der Ebenen EB, 
ADB. Nemlich die Taugenten der Bogen EA, 
DA durch den Punkt A ſtehen auf dem Halbmeſ⸗ 
fer (A ſenkrecht; der Winkel Dieter Tangenten ift 
der Winkel der beiden Ebenen AED. ADB. Der 
Winkel der Bogen iſt der Winkel ihrer Elemen⸗ 
te bey dem Punkte A alfo der Tangenten oder der 
beiden Ebenen. Die Bogen ſelbſt ſind das Maaß 


der Winkel zwiſchen den Durchſchnittslinien, wo⸗ 


rin eines jeden Ebene die Ebenen der beiden an⸗ 
dern ſchneidet. So ift. ' das Maaß des Wins 
Fels ECA, oder des Winkels zwiſchen EC, CA, 
worin die Ebene AEB die Ebenen ECD, ADB 
ſchneidet. Wir werden demnach die Seiten der 


ſphaͤriſchen Dreyecke, die eigentlich Winkel vor⸗ 


ſtellen, als mit dem Halbmeſſer = rbeſchrieben 
annehmen, und ihre Laͤnge ſelbſt allemahl durch 
diefe Einheit ausdrücken. Für einen andern 


Halbmeſſer muͤſſen fie nur durch die Griffe defel 


ben multiplicirt werden. 


sors JI. Ä | 
Es ift hiebey gleichgültig, ob man das Drey⸗ 


eck AED oder BED betrachten will. In dieſem 


leztern iff EBD — EAD in dem andern Drey⸗ 
ecke, und die Winkel BED, BDE find die Com⸗ 


plemente der Winkel AED, ADE zu zwey Redy- 


Trigonometrie. — x5 - 


ten, wie es die Winkel BCE, BCD den Wins 
keln ECA, ACD; oder ihre Maaſſen BE, BD 
den Bogen EA, DA zur halben Peripherie ſind. 
Man konnte auch die Lage der Ebenen durch das 
Dreyeck angeben, deſſen eine Seite das Comple⸗ 
ment des Bogens AD zur ganzen Peripherie und 
die beiden übrigen die Bogen AE, DE find. 
Am einfachſten waͤhlt man das, worin die we⸗ 
nigſten ſtumpfen Winkel und Seiten vorkommen, 
wie z. E. in dem Falle der Figur das Dreyeck 
AED. Uebrigens entſtehen auf der andern Sei⸗ 
te der Ebene AEB eben ſolche zwey Dreyecke als 
AED, BED find, und unterhalb der Ebene 
ADB zwey Paar ihnen gleiche. | 


Hieraus entftebt bey Aufloͤſung ſphaͤriſcher 
Dreyecke bisweilen eine Zweydeutigkeit, ob der 
gefundene Bogen oder Winkel ſpitz, ſtumpf, oder 
mehr als ſtumpf ſey. Die Zeichen der trigono⸗ 
metriſchen Functionen muͤſſen fie entweder heben, 
oder die Umſtaͤnde der Unterſuchung, womit die 
Aufloͤſung des Dreyecks zuſammenhaͤngt, mëtten 
es entſcheiden, wie das gefundene beſchaffen Ly A 
oder wenn dis nicht ift, fo ift es der Natur der 
Sache gemäß, daß es gleichgültig. bleibt, ob 
man den Bogen oder Winkel ſpitz oder ſtumpf, 
unter oder uͤber zwey Rechten nehmen will. Fol⸗ 
gendes kan auch dienen, die Sache auseinander 


Er EEN ` d 
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«no ad CIO oH dO WETTER, FR ipd ER 
S3 wey Ebenen AEB, ADB machen einen rechten 
: Wintel miteinander, (Fig. 15.), eine dritte ſchnei⸗ | 
de ADB in CD, ſo kan fie mit ihr entweder ei⸗ 
nen rechten Winkel machen, wie C, oder ei^ 
nen ſpitzigen nach A zu, wie ECD, oder einen 
ſtumpfen, wie GED. In dem erſten Falle ift. 
der Ebene Durchſchnitt EC mit Abe ſenkrecht 
auf ABD oder auf AD, und es ift AF EB 
einem Quadranten. Folglich iſt in dem zweyten 
Falle AE kleiner als ein Quadrant, und in dem 
dritten GA aper als ein ſolcher. e ops 
Man nenne in einem ſphaͤriſchen rechtwinklich⸗ 
ten Dreyeck die Seite, welche dem rechten Win⸗ 
kel gegenuͤber ſteht, die Hypotenuſe, die beiden 
andern die Katheten, ſo ſind in einem jedem 
ſſphaͤriſchen rechtwintlichten Dreyeck die Ka⸗ 
theten kleiner, ſo groß, oder groͤſſer als ein 
Guadrant/ nach dem der gegenuͤberſtehende 
Winkel kleiner, fo groß oder groͤſſer als ein 


: Rechter ift; uno umgekehrt. ; 


Cams ? SEE 75152 > V. ne^ „ an | 
Wenn’ die Kathete AF ein Quadrant iſt, ſo 


iſt es auch die Hypotenuſe FD, weil FC auf AD 


und alſo wegen des rechten Winkels der Ebenen 
auf ABD oder auf CD ſenkrecht ſteht. Der 

Punkt F bet der Pol des Cirkels ADB, von 

dim die Kathete AD ein Theil iſt. Die Edene 

F ſteht auf ADB ſenkrecht, weil fie durch dit 

ſenkrechte FC geht. Und umgekehrt, wenn FA, 

FD, Quadranten ſind, ſo ſtehen ſie auf de 
er 


Trigonometrie. Siss 


ſenkrecht, weil alsdenn FC, wodurch die Ebenen 
dieſer Bogen gehen, ſenkrecht auf ACD ſteht; 
und F ift der Pol des Bogens AD! Dieſer be 
gen AD ift das Maaß des Winkels AED oder 


des der beiden Ebenen ACF; DCF. ~ 
VI. MEN 


Es fey nun für die drey verſchiedenen Lagen 
der Hypotenuſe (IV.) der Bogen A ein Qua⸗ 
drant, Ip ift ſowol DE als DG auch ein Qua⸗ 
drant (V.). Iſt aber DA kleiner als ein Qua⸗ 
drat, ſo faͤllt der Kreis, wovon D der Pol iſt, 
zwiſchen die Ebenen BF, FD über FA von D an 
hinaus. Es iſt alſo DE kleiner als ein Quadrant, 
und DE groͤſſer; oder in einem rechtwinklich⸗ 
ten Dreyeck ift die Hypotenuſe kleiner als 
ein Quadrant, wenn beyde Natheten Wie 
AE, AD, oder BE, BD zugleich kleiner oder 
groͤſſer als ein ſolcher ſind. Sie iſt ein 
Quadrant, wenn eine der Katheten ein fol 
cher ift. Sie ift geöffer, wenn eine Rathe: 
te kleiner die andere groͤſſer als ein Qua⸗ 
drant iſt. ee | 
Ss, VDR Fn aed 

Man kan in einem jeden rechtwinklichten ſphaͤ⸗ 
riſchen Dreyeck die drey Seiten immer kleiner als 

Quadranten und die beyden Winkel auſſer dem 
rechten für ſpitz annehmen. Denn die überftum- 
pfen Dreyecke bey Seite geſetzt, fuͤr welche man 
immer ihre Complemente zur Halbkugel nehmen 
kan, fo ſeyn erſtlich beide Katheten BE, BD grif- 
ſer als ein Quadrant. Man nehme ſtatt de 
| | ' ihre 
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ihre Complemente EA, DA, fo hat man ein Dreh ` 
eck AED, worin die Hypotenuſe ſo wie die Ka⸗ 
theten kleiner als ein Quadrant, und die beiden 
Winkel ſpitz ſind. Iſt eine Kathete AG groͤſſer, 
die andere AD kleiner als ein Quadrant, fo neh⸗ 
me man die Complemente Ad, Dd der Kathete 
und der Hrpotenuſe, wodurch man ein Dreyeck 
Ad erhält, deffen Seiten kleiner als Quadran⸗ 
ten und die Winkel auſſer dem rechten ſpitz ſind. 


atb mats bout Mille: t£ 
Es fep (F.16.) ABC ein ſolches ſphaͤriſches bey A 
reechtwinklichtes Dreyeck, das von den Zheng | 
A0 C, AOB, BOC formirt wird. Von dem Win⸗ 
kelpunkte € ziehe man in der Ebene BOC aup den 
Durchſchnitt OB mit AOB die ſenkrechte CP, 
und durch den Punkt die ſenkrechte PO auf eben 
diefe OB in der Ebene AOR, welche dem Durch⸗ 
ſchnitt AO der Ebenen AOB, AOC in CQ bez 
gegne; fo ift CPO der Winkel der Ebenen COB, 
AOB, oder der Winkel B des Dreyecks ABC, 
Ferner ſteht die Ebene CEQ auf AOB ſenkrecht, 
weil OB auf CP. und QP ſenkrecht ſteht; Dae 
her ift ihr Durchſchnitt CO: mit ADC, die auch 
auf AOB ſenkrecht iſt, ſenkrecht auf AOB, und 
der Winkel O. = OCR. Die Verglei⸗ 
chung der Seiten der vier rechtwinklichten Drey⸗ 
ecke OPC, OPQ, COP, CQO, wo die 
mitlern Buchſtaben zu dem rechten Winkel gehoͤ⸗ 
ren, wird die Vergleichung zwiſchen den Sei⸗ 
ten und Winkeln des ſphaͤriſchen Dreyecks ABC 


geben. 
| | 1. Die 
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. Die beiden Dreyecke ooc, CQP. vergli⸗ 
en, geben 
OC:CQ = 1:fin. CA 
und CQ: CP = fin.B:ı 


alfo OC: CP = fin. B: ſin. CA, 
oder, weil OC: rin 
I: ſin. CB — fin. B: lin, CA- 
2, EM diefe Dreyecke geben 
OQ:CQ = ı:tang: CA 
CQ: = tang. B. 1 B: 
alfo OQ: :PQ= tang. B: te tang.CA 
oder r:fin. BA=tang.B: tang. CA. 
3. Die beiden Dreyecke Cop, ÓPQ verglichen, 


geben 
| CP:QP = 1:cof.B 
QP:( OP=tang.AB:1 


alſo CP: OP tang. -AB:cofB 
Uber tang.CB:1— tang. AB:cof.B 
das ift 1:tg. CB = cof.B:tang.AB | 
* Soie Sms C00, OPČ verglichen, abd 
QQ:OC — cot. AC:t 
OC:OP = i:cof.BC 


alfo OQ:OP = = co AC:cof.BC 
oder 1:coL AB = cof. AC: col. BC 
J. Die Vergleichungen, welche man ſonſt noch 
Pts den Seiten dieſer Dreyecke machen kan, 
ommen mit den gefundenen überein, und find 
nur darin verſchieden, daß die Verhaͤltniſſe in 
einer andern Ordnung zuſammengeſezt werden. 
Auch enthalten die vier gefundenen Wen — 
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Gäile, wie ein Winkel des Dreyecks mit je zwey 
der drey Seiten, oder die drey Seiten unter ſich, 
den rechten Winkel jedesmal mitgenommen, zu 
vergleichen koͤnnen gefodert werden. Es iſt noch 
uͤbrig die zwey Winkel unter ſich und mit einer 
Kathete oder der Hypotenuſe zu vergleichen. Man 
muß alſo zwey Analogien, in deren jeder einer 
dieſer Winkel vorkoͤmt, zuſammenſetzen. In den 
gefundenen Analogien kan man für B den Win⸗ 
kel C ſetzen, wenn man zugleich ſtatt AB der an 
B liegenden Kathete; AC, und ſtatt AC, der gez 
genuͤberſtehenden, AD ſchreibt, wodurch man die 
an dem Winkel C liegende oder ihm gegenuͤberſte⸗ 
hende Seite erhoͤlt; kurz wenn man die Buch⸗ 
ftaben B, C, verwechſelt. Daher wird die Ana⸗ 
logie nr. 1. dieſe St 
1:fin. BC = fin. C: fin. BA 
es war aber 1: fin. BC = fin. B: fin. CA | 
alſo iſt fin. C: fin. AB = fin. B: fin. AC. Die 
Analogie nr. 2. läßt ſich aber auch fo ausdrücken :- 
- cof. B: fin. AB — fin. B: tang. CA. Dieſe und 
die leztere zuſammengeſezt geben cof. B: fin. C 
= fin. AC : tang. AC, oder wenn man das lezz 
tere Verhaͤltnis durch fin. AC dividirt, und durch 
coſ. AC multiplicirt, und es zuerſt ſchreibt, 
I: cof. AG. ſin. C: cof, B 

6. Eben fo wird, B und C verwechſelt, die Ar 
nalogie nr. 2. Diels 1 : fin. CA = tang.C : tang. 
BA, diefe mit der nr. 3, 1: tang. CB = cof. B: 
tang. AB zuſammengeſezt, erhalt man 


tang. 
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un tang. CB; fin. CA = tang. C scof B... 
| Es war aber nr. 1. 1:ín.CB = fin. B: ſn. CA 


alſo tang. CB: fin. CB Stg. C. fn.B:c£B 3 
oder, I col. CB = tang. C: cot. B 

Man bezeichne die Winkel des Dreyecks durch 

ie zu ihnen geſezten Buchſtaben A, B, C, die 
Segen. über. ſtehenden Seiten BC, AC, AB durch 
a, b, c, fo erhält man aus dem vorhergehenden 
Art. folgende Formeln: | | 


132) L;: ſin. a bn. B : ſin. b 
133) 1: ſin. c tang. B: tang. b 
134) 1: tang. a = cof. Bronge ^ 
135) 1: cof. c coſ. b: cof.a 
136) I: COL b. = Win.C :cot B 
137) 1:cof.a, — tang. C: cot. B i 
Dieſe ſechs Analogien enthalten die Aufloͤſungen 
aller Fälle, wie man in einem rechtwinklichten 
ſphaͤriſchen Dreyeck aus zwey Stuͤcken auſſer dem 
rechten Winkel das dritte ſuchen kan. Die ge⸗ 
gebenen Stuͤcke mit dem geſuchten find entweder 
je zwey Seiten mit dem nicht eingeſchloſſenen 
Winkel, fo dienen die Formeln (132. 133) oder 
Je zwey Seiten mit dem eingeſchloſſenen Winkel, 
fo dient (134) für beide Fälle, wenn man C und 
b für B und c ſchreibt; oder es find alle drey 
Seiten, ſo dient (135); oder es ſind die beiden 
Dipen Winkel mit je einer der gegenuͤberſtehenden 
Seiten, ſo enthaͤlt (136) beide Faͤlle; oder SE 
E? ; l } 


| 


arp I 
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lich, wenn die Seite von den Winkeln einge⸗ 
ſchloſſen ift, wird (137) gebraucht. Die Glie⸗ 


der der Analogien muͤſſen nur noch ſo geordnet 
werden, daß das geſuchte jedesmahl zulezt 
komme. | 

Uebrigens gelten die Analogien, welche für ein 
Dreyeck gefunden ſind, defen Seiten alle kleiner 
als Quadranten waren, auch von ſeinen Com⸗ 
plementen zur halben oder ganzen Halbkugel. 
Man muß nur die Zeichen der trigonometriſchen 


Functionen nach 6-8) fo aͤndern, wie es die 
nach (IV -- VD zuſammengehoͤrige Gattungen der 


Seiten und Winkel erfodern. 
Man nehme erſtlich ſtatt des Dreyecks (Fig. 


15.) ADE das Dreyeck BDE, deſſen Katheten 


die Complementen der Katheten jenes ſind. Es 
ſey DE Sa, AE b, AD=c, und die Wins 
kel bey D, E ſeyn denen bey B, C (Fig. 16.) 
gleich. So verwandeln fid) die Formeln für das 
ADE in die für das Dreyeck BDE folgender⸗ 
maſſen | | i^ 
1: t fn. a = fin B: ſin. b | 

| : fin. c = — rang. B: tang. b 

: tang.a = — coſ. B: — tang. o 

: —cfc = —col.b : cofa 
De-cfbz fin C: —cofB 

: coſ. a = —tang.C: -— cot. B 

wenn man Datt des Dreyecks ADd das 


deb kg ` toi bai Fa 


ted 


Oder 


. ADG nimt, worin die Hypotenuſe und die Kaz 


thete AG die Complemente von Dd, Ad find, 
Dd a; Ad b, AD=e, und die Winkel 


2 
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D, d den Winkeln B, C (Fig. 76) gleich edat, 
ſo erhaͤlt man aus den Formeln fuͤr das Dung 
Ad die für ADG folgendermaffen | 
^ A^: fin a De B: fin.b 
: fin. € & tang. B: tang.b 
: — tanga = — cof. B: tange 
: cof. c — — cof. b: coſ. a 
:e—Ccofbze fin. C *:;*—cof.B 
Ru w tanglCi9— CotB ` 
Man nehme fatt des Dreyecks ADE fein Com⸗ 
plement zur Halbkugel, das Dreyeck, deſſen eine 
Kathete EBdA, die andere DA, die Hypotenuſe 


[M d a ti 


DE ift. Die Formeln für dieſes find 
1: fna=— ſin. B: — ſin.b 
1: fin.c— tang. B: — tang. b 
1: tang a — cof B: tang. e 
1: cof. coſ. b: coſ.a 
I cob fin. C: co B 
. . ̃²˙ ae 
Alle dieſe Analogien find entweder die für das 


Heinfte ſphaͤriſche Dreyeck gefundene ſelbſt, oder 


entſtehen daraus, indem je zwey Glleder derſel⸗ 
ben, die Einheit ausgenommen, ihr Zeichen aͤn⸗ 
dern. Dis gilt auch von den Analogien fuͤr die 
Complemente der frumpfen Dreyecke BDE, ADG 
zur Halbkugel. Denn die Analogien fuͤr dieſe 
ſtumpfen Dreyecke ſind von denen fuͤr das ſpitzige 
nur in den Zeichen verſchieden. | 


Es find demnach die Formeln (132—137) fr — 


alle Arten rechtwinklichter Dreyecke allgemein. 
Zuerſt bleibt die Griffe der trigonometriſchen Fun⸗ 
ctionen dieſelbe, wenn die Lage der Ebenen SE 

X = d 
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ley bleibt, man mag ſie durch ſpitze, ſtumpfe oder 
uͤberſtumpfe Winkel beſtimmen. Da ferner je 


zwey zugleich immer ihr Zeichen aͤndern, ſo bleibt 
das Product aus den beiden mitlern entweder po⸗ 
fitin, oder wenn es negativ wird, fo wird das 
aus den aͤuſſern auch negativ, daß alſo die For⸗ 


meln fuͤr dieſe Faͤlle in jenen enthalten ſind, und 


nur durch die verſchiedenen Zeichen die verſchiede⸗ 
nen Gattungen der Bogen und Winkel andeuten. 
Die aus dieſen Formeln herzuleitenden gelten 
alſo auch allgemein, die Winkel und Seiten des 
Dreyecks moͤgen beſchaffen ſeyn wie ſie wollen. 
Man muß nur jeder trigonometriſchen Function 
ihr gehoͤriges Zeichen geben, ſo bekoͤmt die dar⸗ 
aus zuſammengeſezte Function ihr 50 Sri 
chen, und es bleibt wegen des Bogens oder Win⸗ 
kels keine weitere Zweydeutigkeit, als die dieſes 


Zeichen noch laͤßt. 
N . | 

Wenn von den Ebenen ACE, ABE, COB 
(Fig. 17.) keine auf die andre ſenkrecht ſteht, fo 
fege man durch OC, worin die Ebene COR die 
ACE ſchneidet, die ſenkrechte COD auf ABE. 
Aus dem Punkte O, der allen vier Ebenen gemein 
iſt, beſchreibe man, wie vorhin, mit einem will⸗ 
kuͤhrlichen Halbmeſſer auf jeder Ebene Kreiſe, 
welche die beiden ſpitz⸗ oder ſtumpfwinklichte 
Dreyecke ACD, ECB, und die rechtwinklichten 


ADC, CDB, EDC bilden. Der ſenkrechte Boz | 


gen CD fällt zwiſchen die beiden Ebenen, deren 
Winkel nach CD zu gleichnahmig ſind. Denn 
e s Eo | ein 


| 


t 
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ein und daſſelbe Perpendikel kann nicht zugleich 
einem ſpitzen und ſtumpfen Winkel gegenöberſte⸗ 
hen (IV.). Wir brauchen hier nicht den Fall zu 
betrachten, da die dem ſenkrechten Bogen CD 
gegentberſtehende Winkel B, A, beide ſtumpf 
ſind. Denn die Formeln, welche fuͤr die recht⸗ 
winklichte Dreyecke mit ſpitzen Winkeln gelten, 
find bey gehoͤriger Veranderung der Zeichen auch 
für die mit ſtumpfen Winkeln richtig (IX.). Oder, 
weiches daſſelbe ift, man kan (Fig. 15.) ſtatt eines 
ſchiefen Dreyecks mit zwey ſtumpfen Winkeln 
DERdD, worin BD der ſenkrechte Bogen ift, 
das Complement zur Halbkugel DEAAD betrach⸗ 
ten, worin DA ſenkrecht auf Ed ſteht. N 

Es ſey (Fig. 18. 10.) ABC ein ſphaͤriſches Drey⸗ 
eck, worin kein Winkel recht ift, CD der fente 
rechte Bogen von dem Winkelpunkte C auf die 
gegenüberliegende Seite AB gefällt welches in» 


nerhalb des Dreyecks faͤllt, wenn A, B beide ſpitz 


(oder auch ſtumpf, welches hier nicht betrachtet 
wird) find, und auſſerhalb des Dreyeeks, wenn 
einer wie A ſtumpf, der andere B ſpitz iſt. Die 
Bogen DC, AC, wie auch CD Gen in beiden Sie 
guren dieſelben, wie auch die Winkel B, fo iff 
(Fig. 18.) der Winkel C die Summe der Win- 
kel ACD, BCD und die Seite AB die Summe 
der Segmente AD. BED; (Fig. 19.) aber jedes 
der Unterſchied dieſer Groͤſſen. Gi 
In den beiden Dreyecken ADC, BDC ift, unz 
ter A und B die innern Winkel verftanden, ` 


* 


Na I lin. 
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1: fin. A = fin. AC : fin. DC (152) 
in. B: 1 = fin. DC : fin. BC 397 — 
Ferner 1: fin AD = tang. A: tang. GD „e 
- fin BD : a = tg, CD: tang. B (133) 
159) fin.BD: fin. AD = tang.Artang.B | 
Dieſe Analogie wird für den Fall (Fig. 19.) weil 
BAG ſtumpf ift, und AD eine entgegengeſetzte 
Lage hat, dieſe: | 2 
fin.BD:—fin. AD= —tg.A: tg. P. 
Weiter, vm. CA = cof ACD tg.CD (7300 
tang. CD : LES tg. CD : cof. BCD 3 
145) tg.CB:tg.CA — cof. ACD :co.BCD 
Noch iff 1 : cof. AD cof. CD: cof CA. (135 
cotBD : 1 = cof.BC : co. CD 03 
141) cofBD: cof. AD = co. BC coſ. CA 
Endlich 1:fn CDC : cofA up 
fin. BCD: 1 = cofB:ctCD (39 


142) fin.BCD : fin. ACD = coC'B:cof.A 
oder fin.BCD : — fin, ACD = cof.B:— oo 
für den Fall (Fig. 19). 


: XI. | 
r. Die erſte dieſer Analogien gibt eine Glei⸗ 
chung zwiſchen zwey Seiten und imo gegenuͤber⸗ 
ſtehenden Winkeln; lin. A Dn AC ſin. B. ſin. BC. 
2. Eine Gleichung zwiſchen zwey Seiten BC, 
BA und zwey Winkeln A, B, deren einer = den 
Seiten 


S Trigonometrie. 165 


Seiten eingeſchloſſen iſt, zu finden, SE mon 
auf eine aͤhnliche Art wie in (Kap. 2. HE). - E 
Es ift nemli tang. BD = ms BC. cof R. 


(1340 / und lin. AD — fin. (AB— BD) — AI UE 
cof BD. cof, AB. fin. BD (200 a n. 55 : 


fin, A 
Hicur eet AB; fuͤr den Fall der Pig. 


x: um BD: 
18. Man ſetze für: tang. BD feinen. Neben, 


fin. AD: 
wie auch für h u aus G ſo erhaͤlt man 
m N- f | 
np. t AR M oco Qu MN aber 
Wang. tang BC. coſ.B 
wenn man die Gleichung durch tang. BC. cof. B. 


tang. A multiplicirt, fin. D. tang. BC =fin.AB. 
tang. A — cof. AB. tang. BC. GC v tang.. A 


Hieraus erhaͤlt man 
ſin. B. tang. BC: 


er fin, AB.— cof. AB. tang. ‚BE. «o£ B 
E fin. B. 
7 fim AB. cor BC power f. AB; cof; B. 
j in. SB. tang: A. 

H «A ———— 3 

Bee = fin. B col. Ab, cof B, tang. A 

— fim AB 

— fn B. cot; & d. V heet AB cof. B. 
Wenn man aus dieſer Gleichung den Winkel B 
aus den drey übrigen Groͤſſen ſuchen wollte, fo 


muͤſte man zuerſt col. B durch fin. B ausdrucken. 
$3 EE 
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Dadurch kommen Irrationalgroͤſſen in die Glei⸗ 
chung, welche herauszuſchaſſen man fie quadri⸗ 
ren muͤſte, und ün. B „als die Wurzel einer qua⸗ 
dratiſchen Gleichung, bekoͤmt zwey Wehrte. 
Die Urſack he hievon üt, daß fih. aus zwey gege⸗ 
benen Seiten und einem Winkel der einer dieſer 
Seiten gegenuͤber ſteht, zwey Dreyecke verzeich⸗ 
nen lafen. So koͤnnen in den Dreyecken ABC 
(Fig. 18. 19.) die Seiten AC, BC und der 
Winte B emerley ſeyn, und der eingeſchloſſene 
Einkel C üt entweder die Summe, oder der ns 
ici ſchied der Winkel BCD, ACD: : 
Wenn AB en die übrigen Groͤſſen gefun- 
den werden Gi , fo entftebt eine aͤhnliche Zwey⸗ 
deutigkeit aus Lenſelden Grunden. Die Lage 
von CA gegen AD ift dieſelbe, der ſpitzige Win⸗ 
kel mag auf der einen oder der andern Seite fallen. 
Die Rechnung fur den Fall (Fig. 19.) be⸗ 
ſonders entwickelt, gibt dieſelbe Gleichung. Es 
iſt fur dieſen Fall fin. AD = fin. (BD AB) — 


fin. BD. cof AB BD. fi AD od ied 
in. — —À 
co co in. D SE .BD 
ara fin. AB E tang.B — 

= SL. ABS En 

RE ang BD ` f -- tang. CAB 

D D 2 AB ` gd 
— cof. AB — ice ad „welches die vo⸗ 


tang. BC. co of B B 


tige Gleichung ift, nur daß deine Theile ihre Zei⸗ 
chen geaͤndert 4 85 | 


XII. | 
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ZEN XII. | i^ di 

Eine Gleichung zwiſchen den dren. Seiten und 
einem Winkel erhaͤlt man auf eine aͤhnliche Art. 
Es ift tang. AD = tang. AC. cof. A (134); und 
cof, BD = cof. (AB—AD) = cof. AB. cof. AD 
À cof BD 
fin. AB. fin. AD (28), oder —— = 

Ka 1n. £ | (28), oder cof AD 
cof. AB # fin. AB. tang. AD, das ift, wenn 
man für tang. AD feinen Wehrt, wie auch fuͤr 


cof. BD 3640 f x cof. BC CARO 
Nr s LEID . — cot AB 
cap UM E T. 


I fin. AD. tang. AC. cof. A, oder 


cof. BC o. AB. coſ AC fin. AB.fin. AC. eſ. A. 


Hieraus erhaͤlt man auch 

| cof. BC — cof. AB. cof. AC 
Cof, A = m e äĩł—T.n¶ 

fin. AB. fin. AC: 

Die Seiten AB oder AC, erhalten in dieſer 
Gleichung zweyerley Wehrte, wenn man eine 
von ihnen für die unbekannte Groͤſſe nimt. Die 
Urſache iſt wiederum, weil aus zwey Seiten, die 
den gegebenen Winkel nicht einſchlieſſen, zwey 
Dreyecke koͤnnen verzeichnet werden. Auch iſt 
die Gleichung fuͤr den Fall, daß A ſtumpf iſt, 
nicht anders als fuͤr den, wenn es ſpitz iſt. Das 
zweyte Glied des Theils rechter Hand wird nega⸗ 
tiv, indeſſen daß col. A zugleich negativ wird, 
wodurch dieſes Glied fein Zeichen nicht andert. 


Eine Gleichung zwiſchen den dreh Winkeln 
. rer n | und 
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und einer Seite wird durch die Theile des Win⸗ 
fes. C gefunden. Es iff cot. BCD S cot BC. 
tang. B, (137) und fin. ACD = fin. (C—BCD), 
> fin. C. ot BCD — fin. BCD. cof, C, oder 
fin. Ad et 
fn. BCD ^ an, C, cot. BCD cof. C.. Man 
fege für cot. BCD feinen Wehrt, wie auch für 
Dn, ACD aus (142) d ft cof. A fin. € 
cof. BC. tang. B. — cof. C, oder ; 
Cof. A = cof. BC. fin. B. fin. C — cof B. co. C. 
woraus auch folget I 
Aum cof. A ¶ cof. B. cof. C 
5 eg fin. B. fin. C. ` D'A 
Der fin. ©, als die unbekannte Groͤſſe betrach⸗ 
tet, hat zwey Wehrte, aus den vorher angefuͤhr⸗ 
ten Urſachen. Wenn BCD>C, fo wird der 
Theil der Gleichung rechter Hand negativ, und 
Se auch, wodurch die Gleichung ungeaͤndert 
eibt. 


XIV. 
Man benenne die Winkel des Dreyecks ABC mit 
den beygeſchriebenen Buchſtaben A, B, C; bie gegen⸗ 
uͤberſtehenden Seiten mit a, b, c, fo hat man für 
jedes ſphaͤriſche Dreyeck folgende Gleichungen: 


; fin. B. ſin. a 


3) fima = GR. n 2 
Sup 7 1450 
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cofa — cof: b. cofe 


eee  fin.b. fin. c 


146) coſ. a = cof. b. coſ. c ſin. b. ſine.eſ.A 
147% coſ. A S coſ a. ſin. B. ſin. C coſ. B. eſ. C 


cof. A ¶ cof B. cof. C 
on B. in. G 
fin. B 
fin. c. cot. a. coſ. c. cof B 


148) cola = 


149) tang. A = 


d CH fin.c. cot.a 
Oder cor. = — 
fin. B 


fin.c 


. 350) tang.a = 


fin. B. cot, A 
oder cot. a = —— — di cof B.cot.c. 
fin.c 


Diefe Formeln ſind zum Gebrauch der Rechnung 


wichtig. Sie enthalten erſtlich alle álle für 
rechtwinklichte Dreyecke, fuͤr welche der Sinus 


N 


des rechten Winkels die Einheit, der Coſinus o, 


und die Tangente ohne Ende groß wird, daß jeder 
Theil der Gleichung, worin fie nicht vorkömt, 


verſchwindet. Ferner, wenn eine Seite ein Qua⸗ 


drant iſt, welches in aſtronomiſchen Rechnungen 
häufig. vorkoͤmt, fo wird der Sinus die Einheit, 
u. ſ. w. wodurch die Formeln einfacher und auf 


zwey Theile gebracht werden. Die Formeln find 


auch zur Berechnung der Dreyecke in Zahlen be⸗ 
quem, wobey man jeden Theil der Formeln durch 
die Logarithmen leicht findet, und ſie hernach zu⸗ 
ſammennimt. Nur in ER Faͤllen, da das ge⸗ 


F pa 


» 


T fin. B. cot. A dëi cof. c. cof. B 


quor uS WT A ³—̃ —ůͥtl EEE a 
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ſuchte durch elne quadratiſche Gleichung gegeben 


iſt, ſind ſie unbequem, fuͤr welche alſo bequemere ö 


Aufiöfungen zu ſuchen find, 


E XV. j 

Wenn man die beiden Gleichungen (146. 147) 
mit einander vergleicht, ſo wird man finden, daß 
eine aus der andern entſteht, wenn man fuͤr die 
Seiten und Winkel die Complemente der ihnen 
gegenuͤberſtehenden Winkel und Seiten zur halben 
Peripherie ſchreibt, und die Zeichen der Coſinus 
der Complemente aͤndert. So wird aus der 
Gleichung 

cofa = coſ.b. cole ꝙ ſin. b. ſin. c. cof. A 

dieſe col A = col:B. cof. C — in. B. ſn. C. cof'a 
oder cof. A — cofa. ſin. B. ſin. C coſ. B. coſ. C 
Eben fo verhalten ſich die Gleichungen (149.150) 
gegen einander. Die Gleichung 


E in. c. coca 
s Cot. A —— — cof.c. got B 
' . fin.B 


wird durch die gedachte Subſtitution, die Cotan⸗ 
genten der Wee entgegengeſezt genommen, 


C. cot. A 


cot. a - — cof. C. cot. b 
-có ac imb 
ſin. C. cot. A | ; 
ober cot. a „ HR coſ. C. cot.b 
das ift, wenn man B und C, b und o verwechselt, 
fin. B. cot. A | 
cot.a = Mel rer coſ. B. cot. E 
D.C 


t 


Es ift nemlich gleichgültig, ob man einen ung | 
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und die gegenuͤberliegende Seite durch B und . 
oder durch C und c bezeichnet. 

In der Gleichung (143) kan man ebenfalls 
dieſe Subſtitution vornehmen, ſo erhaͤlt man ohne 
weitere Aenderung ſogleich die (144). 

Es reduciren ſich demnach alle Gleichungen 
zwiſchen den Seiten und Winkeln eines ſphaͤri⸗ 
ſchen Dreyecks auf folgende drey. 
1) fin. a. ſin. B ſin. A. ſin b 
2) cofa = coſ. b. coſ. c. ¶ ſin. b. ſin. c. SS 

3) coſ. c. cof B = fin.c. cota — fin.B. cot. A 

in welchen man für die Winkel und Seiten der 
gegenuͤberſtehenden Seiten und Winkel Comple⸗ 
mente zu 180? , mit gehöriger Cen der Zei⸗ 

chen, ſetzen kan. Sch 


Der Grund von der Zuläßigkeit dieſer Subſti⸗ 
tution erhellt auf folgende Art. Es ſey (F. 20) ABC 
ein ſphaͤriſches Dreyeck, deſſen Seiten von jedem 
Winkelpunkt an verlängert werden, bis fie Qua⸗ 
dranten gleich ſind, als von A nach H und E, 
von B nach I und G, von C nad D und E. 
Durch die Punkte F und H, 1 und G, E und D- 


ziehe man auf der Oberflaͤche der Kugel die Bo⸗ 


gen bc, ca, ab, welche fich in e, a, b ſchneiden, 
und ein neues ſphaͤriſches Dreyeck bilden. Die 
Punkte A, B, C find die a dieſer Bogen de, 
ca, ab, (V. d. K. ) und daher iſt die Entfernung 
des Punktes A von c, wie die des Punktes B von 
eben dem Punkte, jede ein Quadrant, und c ijt 
der Pol des Bogens AB oder FG, Eben fo ift 
b der Pol von CA oder HE, und a von BC KE 
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Dl, und die Bogen cF, G; af, aD; DH, bE 
find Quadranten, wie es auch CD, CE; AH 
AF; Bl, BG find. Es ift aber DI das Maaß 
des Winkels a, und DC F BI = 180°, oder 
Def CIT BC — DIN BC 180? ; folglich 


ift das Maaß des Winkels a das Complement: 


des Bogens BC, Eben fo find die Maaſſen der 
Winkel b, c die Complemente der Bogen AC, AB. 


Gleicherweiſe if DH FC oder bH HHEH ` 


= be PH = 180°, folglich ift der Bogen bc 


das Complement des Maaſſes FH von dem Wins ` 


kel A; und fo find auch ac, ab die Complemente 


der Maaſſen von den Winkeln B. C. Alſo find 


die Gleichungen für die Dreyecke ABC und abe 
nicht weiter unterſchieden, als daß die Winkel 
und Seiten des einen die Complemente der Geiz 
ten und Bogen des andern mit gehörig veraͤnder⸗ 
ten Zeichen ihrer Functionen find. Da aber die 
Gleichungen fuͤr ein Dreyeck fuͤr alle gelten, ſo 
fau man die füt das Dreyeck abe gefundene auch 
fuͤr das ABC brauchen, das iſt, man kan in 
einer Gleichung zwoiſchen den Seiten und 
Winkeln deſſelben ſtatt dieſer ihre Comple⸗ 
mente nut den Buchſtaben der gegenuͤberſte⸗ 


henden Winkel und Seiten ſetzen, wenn nur 


die Zeichen gehörig geoͤndert Werden. 


I XVII. i: 
Aus den Analogien (138 — 142) flieffen noch 
einige, welche zu brauchen ſind; nemlich aus (138) 
erhaͤlt man, wenn ln. A S, lin. B geſezt wird 


— 


Am: — 
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fin. A ſin. Be fin. A — fin. SN BCHfin AC 
lin. BC —/in.A 
oder aus (74) 
151) tg. (A FB): tg. (A—B)-— tg Iesch 
tang. $ (BC—AC) 
Aus der Analogie (139) folgt | 
fin. BD «E (in. AD: fin. BD — fin, AD = tang. A 
vbtang, B: tang. A — tang. B, 
oder aus ($4.60. ) 18.4 BDBAD) rg. KED--AD) 
= fin, (AB): fin. (A — B) ; 
oder, um dieſe Analogie mit der erſten verbinden 
zu koͤnnen, aus (29) f 
152) fin, LAPB) cl. (ATB) fint (AB). 
cof. (iQ-B)s tang. 4 (BD « AD): 
$5 à tang. 2 (BD CH 
ie Analogie ge gibt 
tg. CB tg. CA: tg, CB — ttr. CA = cL ACD 
p BED: et AC DCH 
oder aus (60, und $5.) 
153) fin. (BC AC): fin. (BC — - AC) = 
vun cof; a fn. EC 20 


et: 8 BC. odet die . 
154) tg. : (BDk AD). tg. 2 (BD — AD) T 
tg. (BC AC). tg. (BC AC) | 
Endlich aus (142) ec man 
fin. BCD; fin. ACD : fin. BCD fin. ACD SZS 
cof. B cof. A: n oder 


155) 


8 RETTET ger, 
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1650 tg. (BCD ACD): tg. (BCD—ACD) 
| I: tg. 2 (AFB). tg. 3 (A — B). 


M QE XVIII. 
Die Gleichungen, welche aus den drey Ana⸗ 
logien (151, 152, 154) entſtehen, 
I. tg. 1 (AB). tg. 2 (BC AC) = tg. (A—B). 
tg. 2 (DC HAC)? ! 
2. fn. Asp B). cCX(A v B). te. (BD — AD)— 
fna (A — B). ei (A-). te. (DD AD) 
5. tang. 4 (BC T AC). tang. 2 (BC — AC) = 
tang. 2 (BDö AD). tg. 3(BD—AD) 
multiplicire man in einander, nemlich die Theile 
rechter Hand in einander, und die Theile linker 
Hand auch in einander, mit Weglaſſung der bei⸗ 
den Producten gemeinſchaftlichen Factoren, und 
ſchreibe das Quadrat des Sinus ſtatt des Pro⸗ 
` Buerg aus der Tangente in den Sinus und Coſi⸗ 
nus derſelben Winkel; ſo erhaͤlt man : 
fn. 1 (AgB) a. tg. (BC AC) —fn.2(A—B)*, 
tang. 2 (BD AD). l 
vbet ln. HAB). tg: 4BC—AC) — fn. (A-). 
ASA tang. 5 AD. um 
Man dividire das Product Der zweyten und drit⸗ 
ten Gleichung durch die erſte, und ſchreibe das 
Quadrat des Coſinus ſtatt des Products aus 
dem Sinus und Coſinus durch die Tangente der⸗ 
ſelben Winkel dividirt, ſo erhaͤlt man | 
€CI(AmB) =. tg. x (BC AC) et, 3 (A—B)*. 
tang. 2 (BD HAD). 


oder 
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dder c. (A Dirg MO AC) cf.). 


tang. 2 AB. SE 
Dieſe Rechnung ift für den Fall gemacht, da 
das Perpendikel CD innerhalb des Dreyecks 
fällt (Fig. 18.). Fiele es auſſerhalb (Fig. 19.), fo 
muß man tg. 20BD A) ſtatt tg. (BD AD) 
ſuchen. Die Analogien und die daraus hergelei⸗ 
teten Gleichungen bleiben ganz ungeaͤndert, wenn 
man unter A den aͤuſſern Winkel CAD perfekt, 
Man verwechſele alſo die Theile der Gleichung 
Nr. 3. und verfahre wie vorher, fo erhält man, 
Dn. x (A D). tg. : (DD — AD) — fini (AB). 
| ists tang, 3(BCHAC , 
und wenn man das Product der Gleichungen 
dine 3, kreuzweiſe gemacht, durch die Neo, x. 
widirt, | S | 
Cof. 5 (A«EB).tang.;(BD—AD) — cof. (A-). 
aen , ung.5 (BC—AC). T 
Sezt man in diefen beiden Gleichungen für A 
ben innern Winkel CAB, der auch durch A bez 
zeichnet wird, fo muß man 180° — A ſtatt A 


ſchreiben. Es ift aber fin. 3 ( 80° AEB 


— cof. 4 (A B) und lin. 2 (igo? — A— B) 
Sof: (AB); wie auch cof. 1 (190 °— AB): 
——Ím.3 (A—B); eet s (180 —A— RB) =, 
Un. 3 (A B). Alſo werden die beiden Glei⸗ 
chungen für (Fig. 10.) cof: $ (AB). tang, AB 
tof. $ (A s B). tg. (BCA) und fn. 1 (A—B). 
tang. 2 AB— fin. 4 (A B). tang. 1 (BC — AC), 
welches dieſelben Gleichungen mit denen fuͤt den 
Fall der (Fig. 18.) find, Es ift alfo überhaupt, 
. ^ "eem 
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wenn man die (XIV) angenommenen FS 


e braucht, 
lin. (AB tang Tè 
ES 1 (A— B). tang. 1. 


' NCC) - c tang.i(a—b) 
^o. Cof. S CA — B). tang. Ze 

» 4 A —— — — en Gas ä 
157) STEEN  tang.i(a b) 


Diefe beiden Gleichungen dienen, aus zwey Win⸗ 
keln mit der eingeſchloſſenen Seite jede der beiden 
uͤbrigen zu finden. Die halbe Summe und der 
halbe Unterſchied addirt geben die gröffere Seite, 
fübtrabivt die kleinere. Eben dieſes leiſtet zwar 
auch die Formel (150), diefe find aber bequemer, 
wenn man beyde Seiten ſucht, auch laſſen ſich 
die deer N dabey gebrauchen. 


XIX. 


Auf eben diefe Art multiplieire man die Glei⸗ 
chungen, welche aus den Analogien (151, 153. 
155) entſtehen, 

1. tg. (A B). tr.i (BC-Ac)=ig.; AB). 
dg. 4 (BC AC |— 
2. In. (BC. AC. ME ACH tg. BC DAC), 
"ag s (BCD—ACD). íin. z (BC F AC). 
cof. 2 (BC AC) | 
349.1 (BC DAD) ig (AFB). an 
tg. (BC DEAD) 
‚in einander, fo bekoͤmt man 
fn. (BC—AO' = = rg. (A). D XBORAC)*. | 
tg. (80D d ACD) 2 
| oder 


| 
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| tang. ic 
Wenn man das Product der zweyten und dritten 


„Gleichung durch die erſte dividirt, fo bekoͤmt man 


eſ.5(BC-AC) =tg. a (AEB). cof. BC AC). 
tg. 3 (BCD AC), oder 


cof. ro zeig, x AB). cof. s(BCHAC). 


| 


Man Senedi die beyden Theile der Glei⸗ 
| Dag Nr. 3. und verfahre wie zuerſt, fo erhält 


| aj ARD). fi fin. E age fo (BC TAC). 


tang. (BC D- ACD 
und, wenn man mit der Gleichung Nr. 1. divi⸗ 


dirt ſtatt zu multipliciren, 


tg. (AB). cof. (BC ACD coſ- SUD TAO). 
tang.3(BCD—ACD) 


In dieſen beiden leztern 9 CG bedeutet aber A 
den aͤuſſern Winkel CAD der fig. 19. Set 


man dafür 1800 — A, wodurch A den innern 
Winkel CAB bezeichnet, und C ober ACB mr 


BCD-—ACD, fo wird, 

weil tang. 5 (180° — AB) = cot. 4 (A — B), 

und re (180° — A—B) = cot. 4 (AHB), die 

erſtere dieſer Gleichungen 

cot. A—D). af a0 ln. SCD TAC). 
tang 

oder mache AC tg, (AB). In. 3(AC TA 


tang. 2 


und die zweyte Ge fo, 


c (BC AC) Stang. IAFB). cf. BC AC). 
tang. de 
M welches 


178 6. Kap. Die ſphaͤriſche 


welches dieſelben Gleichungen mit den fuͤr den Fall 
der Fig. 18. gefundenen ſind. 
Es iſt demnach, die (XIV) angenommenen Be⸗ 
zeichnungen gebraucht, | | 
x EEE 28 E (AB) 
$ fing (ab) Ge Ba. ; 

cof, (a b). cot. 5 C 

—— = tans. & (AB 
124 cotstaqib) = tang. s CAD 


Dieſe Formeln dienen, aus zwey Seiten mit dem 
eingeſchloſſenen Winkel jeden der übrigen Winkel 
zu finden. Es iſt noch zu merken, daß ſie aus 
den beiden (156. 157) flieſſen, wenn man daſelbſt 
1800 — a fúr A, 1800 — b fúr B, 1800 — C 
für c, wie auch für a und b ihre dieſer Subſtitu⸗ 
tion gemaͤſſe Wehrte ſezt, welches mit (XVI) 
uͤbereinſtimt. 


Mes X | 
Es iff 2 (fin. 1 A) = cof A (32), und coſ. A 
col. a cof.b. cof.c 


er 8 =. 

| ' Iinbfin.okcofb.cof.c—cha | 
alſo a (lin. 3 Ay = s — 
| fin.b. fin.c 


cl. (b-—c)—cfa 2 ſn. (ab. o. n. ca bac) 


ſin b. ſin. c Nin. b. ſin. c 
(28. 49) und 


160) (bm zA)’= 


fin Staf. lin. (a- be) 
kin. b. ne 
- Gleich⸗ 


D 
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Gleichfalls iſt } 4 | 
ter) Col A0 are 18 — Fe) 


Denn es ift e bh cof. A =2 (cof. 1 A)? (31), aber 
fin.b. fin.c — cof.b. b. coc E cofa 
ER AZ 22 
. finb. ſin e 


Cof.a—cf. (bc) | 2 fn. Alb. Lea). fn. 0a) 


lin. b. fine fin.b. fin.c. 

(27. 49), woraus die vorgeſezte Formel folget. 
Dieſe Formeln ſind zur Rechnung mit Loga⸗ 

win febr brauchbar, Ze wie die beiden fol 
enden. , 


eee cf BECA) | 

Eër: BE Gan La rius 
(1 "rud pen 

163) Celia ee =( BEC) 


in. B. ſin. C 
Sieb 
* (fin. 1a)? = 1 — cof. a = 
ün p. fin.C — «of. B. col. C —cofA — 
1 . 


162) (an Za) 


lin. B. . fin, Co: 
cof. TO co. A 
CET cda 
"fin.B. fin.C 
C2 cof. i (A K B d O). cof: (BAC A) 
. rn. 
lin. B. lin. C 
648. 27. 4n 


M2 und 
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und 2 (coſ. 2a)" = coſ. a 
ſin. B. fin. C cof. B. cof. C # cof. A 
SS fin.B. fin.C 
__ cof. (B— C) coſ. A 
| fin.B. fin.C 
2 coſ. (AB C). cof. (A B) 
V ^ fin.B. ſin. C Se 
Man erhaͤlt auch diefe Formeln aus (161.160) 
wenn man fuͤr die Seiten und Winkel die Com⸗ 
plemente der gegenuͤberſtehenden Winkel und Sei⸗ 
ten ſchreibt. | | 
Das Quadrat des lin. 2 a ift zwar negativ aus⸗ 
gedruͤckt; es ift aber doch poſitiv, weil die Sum⸗ 
me der Winkel ABC groͤſſer als zwey und 
kleiner als ſechs Rechte, ihre halbe Summe gróf 
ſer als ein Rechter und kleiner als drey Rechte 
und der Coſinus derſelben folglich negativ iſt. 
Denn es ift in einem bey A rechtwinklichten ſphaͤ⸗ 
riſchen Dreyeck ABC, (Fig. 10.) | 
1: cof. AC — fin. C: cof.B 6 
1: cof. AD = fin. B: cof. C (136) | 


folglich 1: co AC. cCAB = fn.B. ſn. C: eſ. B. cſ. C 
und alfo coſ. B. coſ. C — fin. B. fin.C = fin. B. 
ſin. C. (co. AC. cof AB 1) oder cof. (B C). 
—fin.B. ſin. C. (cef AC. coſ. AB —1). Hier if 
nun der zweyte Factor immer verneint, weil ol. AC, 
cf. AB eigentliche Brüche find. Mfo ift ect 
iff 


verneint, oder die Summe der Winkel B 
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d SP als ein Rechter, und kleiner als drey 
echte. | 

Ein nicht rechtwinklichtes Dreyeck laͤßt fich in 
zwey rechtwinklichte zerfällen, deren Winkel auſſer 
den beyden rechten an einander liegenden die Sum⸗ 
me ſeiner drey Winkel ausmachen. Man kan 
nemlich das Perpendikel immer zwiſchen zwey 
gleichnahmige Winkel faͤllen. Aif bie Sum⸗ 
me der drey Winkel eines ſphaͤriſchen Dreyecks 
immer groͤſſer als zwey Rechte, und kleiner als 
ſechs Rechte. | | 


XXII. 
Hieraus folgt aud) noch 

3 fin. (a H bo). ſin. (a age) 
"Ëer 
fin. (bzcepa). ſin. a ( b gc—-a) 
c1 (ATRAC). eſ.a( BHC -A) 

16 Jat CE ... E 
9085 cl A(A TR C) CA BHC) 
Zufolge der erſtern dieſer Formeln iſt 


ane C B): — fin. 1 (bgRa—c). fin. (b- ac) 


: tang. $ A tang. zB 
und Datang.z(AHB) = — — —— 

= 1 tang. AA tang. 25 

(35.36.) fo feke man in dieſer Gleichung fúr tg. 2A 
und tang. 2B die eben gefundene Wehrte, fo erz 
haͤlt man nach den gehoͤrigen Subſtitutionen die 
Formeln (158. 159.) welche vorher aus den ju» 
erſt zum Grunde gelegten Analogien oder Glei⸗ 
| M 3 chungen 
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chungen unmittelbar hergeleitet ſind. Auf eine 
ähnliche Akt erhaͤlt man durch (165) die Formeln 
(156, 157.) Man ſehe Principes de la trigon. 
fpher. par M. Euler, Mem. de Berlin 1753. P 
245. fqq. | 


CS: XXIII. Ka, 

Für das Perpendikel CD (Fig. 18.), welches in 
einem ſphaͤriſchen Dreyeck ABC auf die Seite 
AB De gefällt wird, ift, fin. CD = fin. AC. 
fin. A — (in. b. fin. A=2 lin. b. fing K. cof ZA, 

Alſo iff, wenn man für fin. A, col. A ihre 
Wehrte aus (160. 161) fef, = | 
166) fn. CDS V (fn.1 ( ο - cn. aca- b). 
Nr Elbe) (Opca) ): in. 
Die Groͤſſe unter dem Wurzelzeichen, wenn man 
die beyden erſten Factores, wie die beyden lezten, 
in die Diſſerenz zweyer Coſinus (45) zerfaͤllt, iff 
= i (cof; (b -— cof. a). (cof. a coſ eb i ) 
= t (cofa, cof. (b = coſ. a — cof. (b). 
coſ. (ee cof, a. cof. (bc- ) = 1 (2cof a. 

co ſ. b. eof, e cof d? =— t coſ. 2 b 2 coſ. ac) 

£x (2 coſ. a. cof. b. cof. c — coſ. a n — cf b* 
HR Eo ofe) zs (2 coſ. a. cof. b. eof. c 
a co à — cof. be q ſin. e", Die Formeln für 
die Subſtitutionen fino in (27. 28. 44. 31.) ent 
halten. Jolglich ifft ` ; 

364) fn, CD = V Cefa cf.b.cf.e — e(a* — enb? 
| x. n. E:) : fin. e Heats 

| | Wem 


p 
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Wenn AB oder c S 90° ift, fo iſt 


AOB find, 


168) fin. CD =v (ı—cola2—cof.b?) 
(= coſ. aa - 2 coſ. b 
— y^— cof (ad b). col. (a—b) > 
Es ift nemlich 4 — cof a. — — icof 2a, und 
2 — cof. b? = — 1 cof. 2b nad) (31); die Sub⸗ 
ſtitution der Factoren geſchicht nach (48). Die 
Groͤſſe unter dem Wurzelzeichen iſt wuͤrklich poſi⸗ 
tiv, ob ſie gleich negativ bezeichnet iſt. Es muß 
nemlich a Fb groͤſſer als ein Quadrant, und das 
her cof. (a Fb) verneint ſeyn. Dis ift er auch, 
weil zwey Seiten eines ſphaͤriſchen Dreyecks ot: — 
fee ſeyn muͤſſen als die dritte, Do fte fid) ſonſt 


nicht ſchneiden koͤnnten; * und da nun eine ein 


Quadrant geſezt wird, ſo ſind die beiden uͤbrige 
groͤſſer als ein Quadrant. | =. 
Dieſe Formel dient, den Winkel einer Linie 
CO mit einer Ebenen AOB aus den Winkeln 
COA, COB, welche ſie mit zwey in dieſer Ebe⸗ 
ne gezogenen Linien AO, BO macht, die nebſt 
ihr ſich in O begegnen, und aus dem Winkel 
dieſer Linien AOB zu beſtimmen. Dieſer Win⸗ 
kel der Linie CO mit der Ebene iſt der COD, 
welchen fie mit OD macht, worin ADB von ei⸗ 
ner durch CO auf ſie ſenkrecht geſezten Ebene ge⸗ 
ſchnitten wird. Das Maaß dieſes Winkels iſt 
der ſenkrechte Bogen CD in dem ſphaͤriſchen 
Dreyeck ABC, in welchem AC, BC, AD die 

Maaſſen der gegebenen Winkel AOG, BOC, 


| M a XXIV. 
Geometriſcher beym Euclides L. XI. prop, 20, 


» 
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. XXIV. ZS 
Zum Gebrauch der Rechnung wird es dienlich 
ſeyn, die verſchiedenen Faͤlle, wie die Stücke in 
einem Dreyecke unter den gegebenen oder das ge⸗ 
ſuchte ſeyn koͤnnen, aus einander zu ſetzen, und 
die zur Aufloͤſung dienenden Formeln anzuweiſen. 


Erſtlich, das Geſuchte und Gegebene ſind 
zwey Seiten und die gegenuͤberſtehenden Winkel. 


— . — 


— ————— —— 


Gegeben Geſucht Formeln 
1) BC, B, AC — — A 143 
VVT 


Zweytens, oder zwey Seiten und zwey Win⸗ 
kel, deren einer von jenen eingeſchloſſen iſt. 
| 3 Geſucht Formeln 
3) BC, B, BA — A, C 149.158.159 | 


4 BC, B, 1 — AC, AB, 150. 156. 157 
5) BG, BAC — E" zweydeutig 
ei BC, B, KA Ab zweydeutig 
Drittens, drey Seiten und ein Winkel. | 
Gegeben Geſucht Formeln 
) 86, BAR , 146 
8) BC, B, AC — AB, zweydeutig 
9) BC, AB, Ac — A 145.160.161 | 
Viertens, drey Winkel und eine Seite. 
Gegeben Geſucht Formeln 
10) BC, B, 1 — — A 147 
11) BC, B, A — — C zweydeutig 
12) A, B, C — — AC 148.162.163 


XXV. | 


E P — —— 
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XXV. | 
Man kan die Fälle 3— 12 auch fo auflöfen, 
daß man das ſchiefwinklichte Dreyeck (Pig. 18.) 
in zwey rechtwinklichte zerfaͤllt, fo daß, wenn un- 
ter den gegebenen Stuͤcken ein Winkel B und ei⸗ 
ne Seite BC vorkoͤmt, das Perpendikel diefe 
nicht durchſchneide. Hieraus findet man BD 


oder BCD, woraus fich, wenn AB oder C gegez 


ben ift, AD oder ACD ergibt, wodurch man 
vermittelſt einer der Formeln (139—142) in dem 
Dreyeck ACD das übrige findet. 
Wenn AC oder A gegeben find, fo findet man 
vermittelſt eben Dieter Analogien das übrige Seg⸗ 
ment AD oder den Winker ACD, — Wenn alle 
drey Seiten oder Winkel gegeben find, fo findet 
man durch (154, 155) mit jenen Formeln verdun- 
ER ' jedes der Segmente AD, BD oder ACD, 
D. | 


Die Analogien, welche fo gemacht werden 
muͤſſen, ſind 
für 3) 1: tang. CB = coſ. Brong BD. (134) 
ſin. AD: ſin. BD tang. B: tang. A. (139) 
Das Segment BD von AB abgezogen, läßt AD. 
Wenn BD > AB, fo wird AD und fin. AO 
negativ, folglich aud) tang. A, wenn die beiden 
mitlern Glieder bejaht find. Man kan die beiden 
aͤuſſern Glieder wieder poſitiv ſetzen, muß aber A 


ſtumpf nehmen. So beſtimmen in allen uͤhrigen 


Faͤllen die Zeichen der trigonometriſchen Functio⸗ 
nen die Beſchaffenheit des Winkels A, ſo lange 
er nicht über zwey Rechte ift. Wurde der Win⸗ 

Sg ike Bel 
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kel C geſucht, fo müfte man das Perpendikel von 
A auf BC fällen, und A für C ſchreiben. 
für 4) 1:cof.BC=tang, B: cot. BCD (1377 
co. ACD: cot BCD — te.BC:tg. AC (149) 
Der Winkel BCD von C abgezogen gibt Ach, 
woraus gleich erhellt, auf welche Seite des Per⸗ 
pendikels AG fallt. In beyden Faͤllen find BC 
und AC gleichnahmig, wenn nicht ACD oder 
, BCD ſtumpf iſt. ee id 
für ch Y:cot.BC S Stang. B: cot. BCD (137) 
tang. CA: tg. BCzzct BCD: cL ACD o 
Die Winkel BCD, ACD addirt ober von einan⸗ 
der ſubtrahirt geben C. Es iſt aber zweifelhaft, 
welches von beiden geſchehen muß, wenn nicht 
ovd gr die Umſtaͤnde der Rechnung es an die Hand 
geben; 
‚für 6) r:tang.CB — cof B: tang. BD (134) 
tang. A: tang. B ſin. BD: Dn AD (139) 
Wenn BAC oder A ſtumpf ift, und B pib, fo 
wird tang. A und Dn. AD verneint, und es wird 
AD von BD abzuziehen fen, die für ein ſpitzes A 
zu einander zu addiren find, , 
für 7) 1:tang.BC=cof.B:tang.BD (134) 
coſ. BD: cof. AD cof.BC:cof.AC (141) 
‚für 8) 1:tang.CB—-cof B: tang. BD 
co ſ. BC: cof AC=cof.BD: cof AD 
Hier iſt es wiederum zweifelhaft, ob BD und AD 
zu addiren oder von einander zu ſubtrahtren ſind. 
für 9) tang. AB : tg. CBC HAC tg. (BC-AC): 
> mngi(BD—AD) (34) 
tang. AC: 1 = tang. AD: coſ. A (134) 
Wenn 


í 
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Wenn man BD — AD von BD AD— AB 
abzieht, fo erhält man 24 D und daraus tg. AD. 
Wenn AD negativ ift (Fig. 19.) ſo iſt BD-AD—AB 
eigentlich die arithmetiſche Summe und BD TAD 


die Differenz. Dieſe von jener abgezogen, er⸗ 


hält man — ZAD , und one AD wird negativ, 
daher auch col. A, wenn nicht etwa tang. AC 
verneint iſt, und es iſt CAB ſtumpf zu nehmen. 


für 10) 1: coſ. BC Stang. B: cot. BCD (137) 


Dn BCD: ſin. ACD g coſ. B: coſ. A (142) 
fir 11) 1: coſ. BC tang. B: cot. BCD. 

cof B: cof.A — fin. Be D: fin.ACD | 
Die Winkel BCD, ACD werden addirt oder fub- 
trahirt, nachdem CAB ſpitz oder ſtumpf ift, vor⸗ 


ausgeſezt, daß D ſpitz ift 


für 12) 1: tang. (AB). tg. (AB) Stang. C: 
tang. (BCD — ACD) (155) 
tang. ACD: cot. A = 1: cof. AC - (137) 
Der Winkel BCD—ACD von BELDFACD=C 
abgezogen läßt 2ACD, woraus man die zweyte 
Analogie formiren kan. EE 


Die Analogien fuͤr die Faͤlle , 6,8, 11, ge⸗ 


ben das geſuchte, welches in den Gleichungen 146. 
147. 149 einen doppelten Wehrt hatte. Sie ge⸗ 
ben beide Wehrte, und in den Faͤllen 6, 11 die 
Entſcheidung/ welches derjenige fen, welchen man 


vor dem andern ſucht, weil die Beſchaffenheit der 


Winkel es entſcheidet, ob das Perpendikel inner⸗ 
halb oder auſſerhalb des Dreyecks fallt. 
Zur Rechnung in benannten Zahlen find biet 


Analogien nicht von fo ſicherem Gebrauch, Sr 
ie 
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die Formeln (145—150). Denn man muß z. E. 
für den Fall 3, den Bogen BD ſchaͤrfer ber 
rechnen, als man A zu wiſſen verlangt, weil da⸗ 
von lin. BD abhängt, wodurch A gefunden met: 
den muß, und ſo in allen uͤbrigen. In jenen 
Jormeln aber find die beyden Theile, woraus die 
krigonometriſche Function des zu ſuchenden Stuͤ⸗ 
ckes zuſammengeſezt wird, von einander unab⸗ 
haͤngig. Sie liefern ohne Interpolation oder 


durch eine leichte und ſichere den Winkel bis auf 


Minuten und daruͤber. Am bequemſten ſind die 
Formeln (156—163) welche die am meiſten vore 
kommende Faͤlle enthalten. 


Eus XXVII. 
Wenn zwey Dreyecke zwey aͤhnlich liegende 
Theile mit einander gemein, und zwey andere 
auch aͤhnlich liegende verſchieden haben, ſo be⸗ 
ſtimmen ſich jene aus dieſen. Man bekoͤmt nem⸗ 
lich fuͤr dieſe beyden Dreyecke zwey Gleichungen 
und zwey unbekannte Groͤſſen. Es ſeyn die Sei⸗ 
ten des einen Dreyecks a, b, c, der a gegenuͤber⸗ 
ſtehende Winkel A, und die Seiten des andern 
a, b, c, der a gegenuͤberſtehende Winkel ſey A, 
fo hat man aus (146) die Gleichungen; 
coſ. a = coſ. b. coſ. e ꝙ (in. b. ſin. c. cof. A 
coſ. a coſ. b. coſ. e db ſin. b. ſin. . cof. A 
oder col.a—col.a = ſin. b. ſin. c. (coſ. A- coſ. A) 
cof. a — cof. a 
cof. A—cof. A' 


oder = lin. b. fin. c. 


Eben 
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Eben diefe Gleichungen folgendergeſtalt Rn 
drückt, 


eo a . cof. b. cof. c e bif 
coſ. A X cofA ee A 
cof. a cof. b. cof. c d pibe 

= — . b. fin, 

Col A cof. A’ ES 
und von einander abgezogen, pue 
ofa vob 
SRM ciem t —cofb. core ue : ) 
cof A cof. A cof. A 


| oder c A.cf a —cf. A e ) 
cof. A. cof. a’ — cof. A. coſ. a 


— ——V — ——— zx cof.b.cof.c- 
oder SES cof.b.cof.c 


| Weil nun cof. (o c) Scoſ. b. cof. cR fin.b.fin.c 


ca (cf. AL co. a(eſ. ATI) 
ird CLD — ———-.-—————- 
fo wird el. (bee) we gone Ju E. 


Und wenn man für rx cof. A feinen Wehrt 

2 (cof. 1A)* (31) unb eben fo für r$ cof. A, 

wie auch 2 fin. 1 (A FA. fin. 2 (A =A) fúr 

HE cof, A- cof. A fehreibt, fo ift 

E UA coſ. a (cof.1A)* —cf. (cf. 1492 

169)co e erg 10 Een FAAA 

Gleic ermaaſſen i- 

; f.a(fn.1A)* — eſ. a (ſn. A) 

170) coL 6797 ( AU 

Aus 


190 6. Kap. Die ſphaͤriſche 
Aus der Summe und Differenz der Seiten b 
SC e findet man bekanntermaaſſen jede der⸗ 
elben. i I ' ' 
Nach der Methode dieſer Aufloͤſung kan man 
mehrere machen. In den comm. Petrop. Vet. T. 
V. p. 25. ſqq. findet man dergleichen mit ihrem 
Gebrauche in der Aſtronomie. a 


XXVII. 

Die Flaͤche eines ſphaͤriſchen Dreyecks findet 
man nicht ſchwer durch die Analyſis des un⸗ 
endlichen. Weil ein ſchiefwinklichtes in zwey 
rechtwinklichte zerfaͤllt, ſo braucht man nur, die 
Rechnung leichter zu machen, die Flaͤche eines 
rechtwinklichten zu ſuchen. Es ſey alſo (Fig. 21.) 
DCE ein Halbkreis mit bem Halbmeſſer = ı ber | 
ſchrieben, DOE ein andrer, deſſen Ebene auf je⸗ 
nes ſenkrecht ſtehet, und defen Pol C ift. Die 


Ebene eines dritten Kreiſes AO ſtehe auf die des 


Kreiſes ACE ſenkrecht, und noch ein Kreis CBM 
gehe durch den Pol C, und ſchneide die Kreiſe 
. AO, DE in B und M. So erhaͤlt man ein 
ſphaͤriſches bey A rechtwinklichtes Dreveck, deffen 
Flaͤche nun ſoll gefunden werden. Zu dem Ende 
ziehe man den Bogen CN, welcher AB in n 
ſchneidet, ſo iſt das Dreyeck BCn der Unterſchied 
der beyden Dreyecke ACE, ACA, und der lezte 
Ausdruck deſſelben, welchen man erhaͤlt, wenn 
man den Winkel BCn ohne Ende klein annimt, 
iſt das Differential des Dreyecks ABC. Man 
ziehe durch B unb n die Parallelkreiſe Bp, mn, 
deren Ebenen mit der des Kreiſes DE parallel lie⸗ 
| gen, 
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gen, oder die mit den Sinus der Bogen CB, Cm 
als Halbmeſſern beſchrieben ſind, ſo iſt der lezte 
Ausdruck des Dreyecks CBn der für die Fläche 
mn oder CBp, welches zwiſchen den größten 
Cirkeln CB, Cn und den Parallelbogen mn oder 
Bp enthalten iſt. Es iſt gleichguͤltig, welches man 
nimt, weil fuͤr einen ohne Ende verminderten 
Winkel Ben, beyde fib ohne Ende einander 
nahern. | 
Man nenne AC— b, BC— x, ABV, ABC— Q, 
ACB=o, fo ift nach der in der Differentialrech⸗ 
nung gebräuchlichen Bezeichnung das Differenz 
tial von e, oder der lezte Ausdruck des Winkels 
BCn = de, und dx von pn; der Bogen MN, 
welcher auf DE das Maaß deſſelben ift, ift eben⸗ 
falls — de (1 Kap. IX), und mn oder Bp = 
de. Dn. x. (eb. daſ.) Das Differential von 
CBp ift der lezte Ausdruck der Flaͤche Bpnm, 
welche ſich einem ebenen Parallelogramen ohne 
Ende nähert, nemlich pn» Bp = dx. do. fin. x, 
und dx. fin. x ift das Differential des cof. x, 
um welches dieſer abnimt, wenn x um dx waͤchſt, 
oder es ift dx. ſin. x = — d. coſ. x. E 
f alfo für denſelben Winkel BCn oder do, 
die Flaͤche CBp = da. fax. fin. x = — de. 
Cof. xd Conſt. Dieſe beſtaͤndige Groͤſſe muß 
fo beſchaffen ſeyn; daß CBp = o werde, wenn 
X — o, oder wenn col. x I iſt. Sie iſt alfo 
"5 de, und daher ift CBp = de (1— cof x) 
| E Foo 


a e Bin? Anal. mend. Gr. $.296. und von Sep 
Differential des Sinus $. 281. 
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Die Groͤſſe, deren Wachsthum zulezt durch | 
dieſes Differential ausgedrückt wird, oder das 


Integral deſſelben, iſt die geſuchte Flaͤche des 


Dreyecks ABC. Das Differential beſteht aus 


zwey Stücken do und de. cof. x ; das Integral 
von do ift — ». Das von de. cof. x zu finden, 


muß man fuͤr dieſen Ausdruck einen gleichguͤlti⸗ 
gen ſuchen, worin nur eine veraͤnderliche Gröffe 
vorkomt. Nun ift 1: cof. b. = fin. w : cof, O 
(136) oder cof. b. fin.» = cof. O; alfo ift coſ. b. 
cof w. da = — fin. O. do. Und weil nach 
eben dieſer Analogie auch 1:cof. y lin. O: coſ. a 


oder cof. y. fin. O = cof. w ift, fo erhält man 


durch die Subſtitution des Wehrtes von coſ. o, 
coſ. b. cof. y. do = — dg. | 

Ge ift aber cof b. cof: y — cof. x (135), folg? 
lich ift — cC x. do d, und /—c( x. do; 
daher ift AABC = f dw (1 — cof. x) — e p O 


J Conft. Dieſe beftändige Groͤſſe muß fo be ` 


ſchaffen ſeyn, daß die Fläche = o werde, wenn 
a= O ifte Alsdenn ift Q = 27 oder ein rechter 
Winkel; und es ift daher Conft. = — 2 1, und 


AABC =o 9 —im. | 

Es ift alfo der Inhalt eines jeden ſphaͤriſchen 
Dreyecks ABC, (Fig. 18.) welches in zwey echt 
winklichte BCD, ACD zerfällt, = CBD-EBCD 
ACD CAD- — CBD ACR CAB 
oder wenn das Perpendikel auſſerhalb des Drey⸗ 


ecks liegt, (Fig. 19.) = CBD A BCD —17 


— CAD — ACD H17 — CBD ꝙ ACE bh CAB 


2. Oder d 
171) 


| 


| 
| 
| 
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171) Der Inhalt eines ſphaͤriſchen Drey⸗ 
ects iff gleich dem Cuadrar des Zalbmeſſers 
durch den Ueberſchuß feiner drey Winkel uͤber 
zwey Rechte multiplicirt, dieſe ſowohl wie 
jene durch den Halbmeſſer als die Einheir 
ausgedruͤckt. 

Die Einheit fuͤr die Flaͤchen iſt nemlich das 
Quadrat der Einheit, womit die Linien, welche 
dieſelbe begrenzen oder ſonſt in ihr gezogen ſind, 
gemeſſen werden. Wenn man den Halbmeſſer 
r nicht zur Einheit genommen hätte, fo haͤtte man 
ſtatt 1, % O, 7, ſin. x, coſ. x, ſchreiben muͤſſen r, 
ro, rø, rz, rfin.x, r coſ. x, und fo befáme man 
fuͤr den Inhalt des ſphaͤriſchen rechtwinklichten 
Dreyecks r (re r - lr), wenn man die 
Winkel durch den Halbmeſſer r mißt, oder rr 
(od Q—1z), wenn die Winkel e, O, zn durch 
den Halbmeſſer als die Einheit gemeſſen werden. 

Wenn der Winkel C = (Fig. 21.), und jede 
der beiden Seiten AC, CB ein Quadrant, folglich 
A=B=!r ift, fo wird das Dreyeck die halbe 
Halbkugel, und es ift alfo dieſe S, folglich die 
ganze Oberfläche der Kugel Seu, für den Halbe 
meſſer = oder Arr zc wenn der Halbmeſſer r ift. 
Weil nun 2rz der Umfang durch dieſen Halb⸗ 
meſſer ausgedruckt ift, fo ift die Oberfläche der 
Kugel gleich dem Producte aus dem Durchmeſſer 
in den Umfang, oder viermal ſo groß als die Flaͤ⸗ 
che des groͤſten Kreiſes der Kugel, als welche 
21 2 * Ar rr it 


N | Weil 
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Weil die Oberfläche der Kugel = Art z und 
die eines Dreyecks das Quadrat des Halbmeſ⸗ 
ſers durch den Ueberſchuß ſeiner Winkel uͤber zwey 
Rechte multiplicirt ift, fo verhält fich 4 zu dieſem 
AUeberſchuß wie die Oberflaͤche der Kugel zu der 

des Dreyecks; Oder, wie ſich verhalten 720 

zu dem Ueberſchuß der Summe der drey 
Winkel über 180°, fo verhält fich die Ober 
mo der Kugel zur Oberflaͤche des Drey 
ecks. 
Je groͤſſer das Dreyeck auf derſelben Kugel ift 
deſto groͤſſer iſt der Ueberſchuß ſeiner Winkel uͤber 
zwey Rechte. Je kleiner es iſt, deſto kleiner iſt 
dieſer Ueberſchuß, welcher nicht eher verſchwindet, 
als bis das ſphaͤriſche Dreyeck ſich einem ebenen 
ohne Ende genaͤhert hat, oder bis es ohne Ende 
klein geworden iſt. 
| Die Flaͤche eines ſphaͤriſchen Dreyecks ift das 
Maaß des koͤrperlichen Winkels, welchen die 
Ebenen ſeiner Seiten einſchlieſſen. So wie man 
den Raum zwiſchen zwey geraden Linien gleicher 
Långe für das Maaß ihres Winkels nehmen Fan 
ſo kan man den Raum, der (Pig. 16.) zwiſchen 
den Sectoren AOB, AOC, BOC mit demſelben 
Halbmeſſer beſchrieben, enthalten iſt, fuͤr das 
Maaß des koͤrperlichen Winkels ihrer Ebenen 
oder der Groͤſſe der Ecke, die ſie formiren, anneh⸗ 
men. Fuͤr jenen nimt man bequemer den Bogen 
des Sectors und fo auch für dieſen die zugehörige 
Portion der Kugelflaͤche. | 


Wenn 
| 


[ 
} 
) 
i 
f 
l 
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Wenn eine Ecke aus mehr als drey Seiten be⸗ 

ſteht, fo kan man fe in dreyſeitige zerfaͤllen und 

ausmeſſen. ’ 
Durch Hilfe des gefundenen Satzes kan man 
jede zwiſchen groͤſten Cirkeln begrenzte Portion der 

Kugelflaͤche ausrechnen, welches in der Geographie 
bon Brauchbarkeit ift. 


Siebentes Kapitel 


Beyſpiele von dem Gebrauch der ſphaͤri⸗ 
| Ais ſchen Trigonometrie. , 
| ve bin E 
| Die ſphaͤriſche Trigonometrie ift in der Aſtro⸗ 
| nomie von vorzuͤglichem Gebrauch, aber 
nicht allein daſelbſt, ſondern allenthalben wo von 
der Lage ebener Flaͤchen die Frage ifi. Einige Bey- 


x 


ſpiele follen izt dis zeigen. 


5 L 

Es fey KO der vertikale Halbmeſſer eines Muͤh⸗ 

| lenrades (Fig. 22.); HA eine durch den unterften 
Punkt O deſſelben gezogene Horizontallinie, nach 
welcher fich dieſer Punkt beweget; OCB ein Theil 
von der Flaͤche einer Schaufel, welche die Ebene des 
Rades in CO ſchneidet, und gegen ſie unter einem 
gewiſſen Winkel geneigt iſt; AOB fey eine Horiz 
zontalflaͤche durch AH , welche von der Schaufel 
dn OB geſchnitten wird. Man will erſtlich aus 
der gegebenen Lage der Schaufel gegen das Rad 
ihre Lage gegen den Horizont, und zweytens den 
N 2 Winkel 
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winkel der Linie AO, nach welcher ſich der 
Tun O beweget, mit der Schaufel beſtimt 
haben. | 


| 


Aufl. Man beſchreibe aus dem Punkt O, der 


den drey Ebenen gemein iſt, mit dem Halbmeſſer 
= in der Ebene des Rades, der Schaufel und 


des Horizonts die Bogen AC, CB, AB, welche 


das ſphaͤriſche bey A rechtwinklichte Dreyeck ABC 
formiren. In dieſem iſt gegeben der Winkel COA 
des Durchſchnitts CO mit der horizontalen AO, 
und der Neigungswinkel ACB der Schaufel ge⸗ 
gen das Rad. Die geſuchte Lage der Schaufel 


gegen den Horizont wird durch den Winkel AOB | 


ihrer Durchſchnittslinie gegen AO; und Den Nei⸗ 
gungswinkel CBA beſtimt. Es fey AC oder A 
Da; ACB=ß,die geſuchten Winkel AB—AOB | 


=0; ABC = ay fo ift nach (133), 1: fin, AC 
== tang., C:tang. AB, und nach (136), 1:cl. AC 


=fin.C:cof. B. Alſo erhaͤlt man die beiden ge⸗ 


ſuchten Groͤſſen, durch die Gleichungen: 
172) Ace ſin. x. tang.ß 
173) cola = col. x. ſin. g. 

Der Winkel der Linie AO mit der Ebene der 
Schaufel COB wird durch den ſenkrechten Bo⸗ 
gen AD, der von A auf BC gefällt wird, gengs | 
ſen. Dieſer Bogen oder der zugehörige Winkel 
fe — z, fo ift, weil in dem bey D rechtwinklich⸗ 
ten Dreyeck ACD, 1: fin. AC = ſin. C: ſin. DA, 


(132) Mee Tie 


174) finzfin.e. ſin. 2 H | 
Wollte man aus der gegebenen Lage der Schau⸗ 
fel gegen den Horizont ihre Lage gegen v 

: SE eſtim⸗ 


| 


zur ſphaͤr. Trigonometrie. 197 


beſtimmen, fo braucht man nur æ mit H; B mit 


w zu verwechſeln. | 

Wenn ein Waſſerſtrahl ſenkrecht auf die 
Schaufel ſtoſſen ſoll, ſo muß er in der auf die 
Schaufel ſenkrechten Ebene des Bogens AD ſenk⸗ 


recht auf OD frehen. Der Winkel AOD ijt z, 
alſo macht der Strahl mit AO den Winkel RA. 


Die Ebene AOD ift gegen das Rad unter dem 


Winkel CAD der Bogen CA, DA geneigt. Die⸗ 
ſen findet man nach (137) durch die Analogie, 
1: co CAS Stang. C: cot. CAD. Alis iff tang. 
DAB g co. CA. rang C coſ. x. tang. g. Die 


| fet Winkel Dag ift der Winkel der Ebene AOD 


mit dem Horizont. Hieraus beſtimt fib der 


Winkel des Strahls mit dem Horizont. Denn 
wenn man (Fig. 17.) den Winkel A der beyden 


Ebenen ECA, EBA und den Winkel COA einer 


Linie CO in der erſten Ebene mit EA weiß, ſo 
findet man den Winkel dieſer Linie mit EBA, wel⸗ 
cher durch den Bogen OD in der ſenkrechten Ebene 


. COD gemeſſen wird, durch die Analogie 1:12.A. 
—fin. AQC: fin. CD. | 


Waͤre die Schaufel ſenkrecht auf die Ebene 


des Robes, fo it 3 900; folglich 2 , die 


Ebene AOD fällt in die des Rades, und der 


| Strahl ift gegen den Horizont unter dem Winkel 


| 


909 — e D = geneigt. 3 ; 
Es kan auch die Ebene BOC einen Windmuͤh⸗ 
lenfluͤgel, oder eigentlich wegen der nicht gleichen 


Lage feiner Theile, ein Element deſſelben bedeuten. 


Die bewegende Kraft ſtoßt ſenkrecht auf AOC, 
N 3 Die 
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die Ebene des Rades, wenn die Richtung des 
Windes horizontal iſt. | 
ag II. ; 

Die ganze Gnomonik, in fo fern fie die Schat⸗ 
tenlinien auf einer ebenen Fläche verzeichnen lehrt, 
iſt eigentlich nur ein einziges Problem der ſphaͤri⸗ 
ſchen Trigonometrie. Die Sonne beſchreibt um 
die Axe der Erde in gleichen Zeiten gleiche Win⸗ 
kel. Man ſtelle fich bloß die Fläche des Aequa⸗ 
tors nebit der Axe der Erde wie eine Stange dar? 
auf ſenkrecht aufgerichtet, vor, fo wird der Schat⸗ 
ten dieſer Stange um den Mittelpunkt der Erde 
auf dem Aequator in gleichen Zeiten gleiche Win⸗ 
kel beſchreiben. Wenn dieſer Schatten von einer 
jeden andern Ebene, die durch den Mittelpunkt 
des Aequators geht, aufgefangen wird, und die 
Bewegung des Schattens auf derſelben verzeich⸗ 
net werden foll, fo komt es darauf an, aus der 
Lage der Stundenkreiſe unter einander, und eines 
unter ihnen gegen die gegebene Ebene den Winkel 
der Durchſchnitte der beyden Stundenkreiſe mit 
der Ebene zu finden. Zu dem Ende fep (Fig. 23.) | 
AEQ der Aequator, A DCH der Meridian des op 
gebenen Ortes, D der Nordpol, PO die Erd⸗ 


are, PCE ein jeder andrer Stundenkreis, deſſen 


Lage gegen PA, die der Winkel Ab E if, durch 
die Zeit gegeben wird. Nemlich wie 24 Stun⸗ 
den zu der gegebenen Zeit vor oder nach Mittage, 
fo verhalten fid) 3600 zu APE, welcher Winkel 
auf der oͤſtlichen oder weſtlichen Seite des Meri 
dians zu nehmen iſt, nachdem die Zeit von pel | 
1 ta 

i | : 


| 
| 
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| tag an gerechnet, Vor⸗ ober Nachmittagsſtunden 

find. Die gegebene Ebene fep BOD, welche den 

Aequator in OD, den Meridian in BO, den 

| Stundenkreis in CO ſchneidet, und von deren 
Durchſchnitt mit der Kugelflaͤche der Bogen BCD 
ein Theil iſt. Ihre Lage fey durch den Winkel 
| PBC mit dem Meridian, und durch den Winkel 
| BOP ihres Durchſchnitts mit demſelben und der 
Axe gegeben. Wenn ihre Lage auf eine andere 
Art gegeben iſt, ſo muß ſie durch die ſphaͤriſche 
Trigonometrie auf jene gebracht werden. Der 
Punkt A ſey Suͤden, ſo daß die Sonne zu einer 
f apia Zeit Vormittages in dem Stundenkreiſe 
PE ſey. Der Schatten der Axe fällt alsdenn auf 
dem Aequator laͤngſt EO, auf einer oder der an⸗ 
dern Seite der Ebene laͤngſt CO, in ihren Ver⸗ 
laͤngerungen jenſeits O. Zu Mittage faͤllt der 
Schatten eben fo laͤngſt AO auf dem Aequator, 
laͤngſt BO auf der Ebene. Der Schatten hat 
alfo auf der Ebene den Winkel COz beſchrieben, 
unterdes daß er auf dem Aequator den Winkel 
EOA, proportional der Zeit beſchreibt. Das 
Maaß des Winkels EOA iſt der Bogen EA, 
welcher auch den Winkel CPB mißt, und von 
COB ift es CB. Da nun jener Winkel durch 
die Zeit gegeben iſt, ſo braucht man nur in dem 
ſphaͤriſchen Dreyeck BPC aus BPC oder P und 

den gegebenen Stuͤcken PBC oder Bund PB den 
Bogen BC zu ſuchen, fo hat man den Schatten⸗ 

winkel auf der Ebene. ; | N 

Man ſetze in (150) für A, B, c, a 

| hier P, B, BP, CB 

ERÉ E fe 
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fo erhaͤlt man ö 
fin. B. cot. Ps 
179) cot: RG 2 p Feoſz. cot.PB 


Das zweyte Sil de op Wehrtes von cot. BC 
ift unveraͤnderlich, wie auch der Factor zu cot. P; 
man braucht alſo nur für jeden Stundenwinkel 
deffen Cotan gente, durch Gielen Factor zu multi 
pliciren, oder dis Product durch die Togaidnct 
zu ſuchen, unb es zu dem beſtaͤndigen Theile zu 
addiren. 

Die Nachmittagsſtunden werden gefunden, 
wenn man entweder cot. P und cot. BC negativ 
nimt, weil ihre Winkel entgegengeſezte Lage be⸗ 
kommen, oder wenn man auf der Weſtſeite des 
Meridians ein Dreyeck wie auf der Oſtſeite 
mache, und in der Formel für daſſelbe den col. B 
negativ nimt, weil ſein Winkel das Complement 
des PBC ift. 

Man muß bey der Anwendung dieſer Formel 
die Zeichen der trigonometriſchen Functionen qeliz 
rig zu ſetzen wohl in Acht nehmen. Iſt der Win⸗ 
kel der Ebene mit dem Meridian auf der Oſtſeite 
nach Norden hin ſtumpf, fo ift cof. B negativ, 
und der zweyte Theil der Formel wird fuͤr die 
Vormittagsſtunden negativ, hingegen für die 
Nachmittags ſtunden poſttiv. Wenn DP groͤſſer 
als ein Quadrant iſt, oder wenn die Ebene den 
Halbkreis APO zwiſchen P und Q ſchneidet, ſo 
wird in der Formel der zweyte Theil negativ. | 

Wir wollen einige Fälle beſonders ie 
Es fep die Ebene BOD der Horizont, ſo it Se, < 
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908; ſin. B = r, cof B — o. Folglich 
Gei cot. P e | 

.CB = -—— g. CB = fin. PB. 
cot. CB ipm oder tang. CB fin | 
tang.P. Es iſt aber PB die Entfernung des 
Pols vom Horizont, oder das Complement der 
Polhoͤhe zum Halbcirkel, weil der Punkt D unz 
terhalb des Aequators fallt fuͤr einen Horizont, 
dem der Nordpol der erhabene iſt. Es iſt dem⸗ 
nach die Tangente des Scharten wintels, 
(des Winkels der Schattenlinie mit der Mit⸗ 


tagslinie) gleich der Tangente des Srunden⸗ 


winkels multiplicirt durch den Sinus der 
Polhoͤhe. | | 
Es ſey BOD eine Bertikalfläche, fo ift PB 
die Entfernung des Ortes vom Pol, alfo fin. PB 
der Cofinus Der Polhoͤhe; cot. PB die Tangente 


derſelben; und es ijt in dieſem Fall die Cotan⸗ 


gente des Scenttenwinkels gleich der Suns 
me des Products aus der Cotangente des 
Stunden winkels, multiplicirt durch den Sir 
nus des nördlichen Winkels der Ebene mit 
der Mittagsflaͤche; dividirt durch den Cofiz 
nus der Polhoͤhe, und des Products aus 
dem Lofinus jenes Winkels in die Tangente 
der Polhoͤhe. | ei 
Waenn die Ebene durch die Are geht, fo wirft 
der Zeiger oder die Axe keinen Schatten auf ſie, 
weil er ganz in ſie faͤllt. Wie man fuͤr dieſen 
Fall zu verfahren habe, findet man in jedem 
Handbuche der Gnomonik. Die Aufgabe gez 
hoͤrt alsdenn in die ebene Trigonometrie. 

N 7 Eine 


~ 
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Eine Ebene, worauf man eine Sonnenuhr verzeich⸗ 


nen will, geht zwar nicht durch den Mittel⸗ 
punkt des Aequators. Wenn man aber auf ihr 
einen Stift parallel mit der Erdaxe befeſtigt, 10 
wird der Sthaiten dieſes Stiftes auf ihr dieſel⸗ 
ben Winkel beſchreiben, welche der Schatten der 
Erdaxe auf dem Aequator beſchreiben wurde, und 
dis wegen der faſt unendlichen Entfernung 
der Sonne. | BYE ! 
enn man die gefundene Formel zur Zeich⸗ 
nung einer Sonnenuhr brauchen will, ſo muß 
man vor allen den Durchſchnitt der gegebenen 
Ebene mit der Mittagsflaͤche ſuchen. Wird fie 
zu Mittage von der Sonne beſchienen, ſo bemer⸗ 
ke man den Schatten eines vertikalen Stiftes auf 
derſelben zue Zeit des wahren Mittages. Iſt es 
nicht, ſo muß man auf einer andern Ebene, am 
beiten einer horizontalen oder vertikalen, die Mit⸗ 
taaétinie ſuchen, durch fie eine vertikale Flache 
Phen, welches etwa durch Faden, Stifte oder 
ſonſt geſchehen kan, und ihren Durchſchnitt mit 
der Ebene ſuchen. Der Winkel, den eine verti⸗ 
kale Ebene durch dieſe Mittagslimie auf die gege⸗ 
bene geſezt mit derſelben macht, und zwar auf der 
Oſtſeite nach Norden hin, iſt der Winkel B. 
Die Ebene wird gewoͤhnlich, wenn ſie keine ho⸗ 
rizontale iſt, eine vertikale ſeyn, fuͤr welche dieſer 
Winkel nicht ſchwer zu finden iſt. Wenn die 
Lage der Ebene gegen den Horizont gegeben iſt, 
fo findet man daraus ihre Lage gegen die Mit⸗ 
‘tagsfläche durch die Auflöfung eines ſphaͤriſchen 
rechtwinklichten Dreyecks ABD, worin AB ein 


Bogen 


| 


| 
| 


L » 
————— — ͤ ͤ SU — ——— MÀ nn ' 
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Bogen des Meridians, AD des Horizonts, BD 
der Ebene, ADB ihr Winkel mit dem Horizont, 


und AD das Maaß des Winkels iſt, welchen 


ihr Durchſchnitt mit dem Horizont OD und die 
Mittagslinie AO machen. In dieſem ergibt 
ſich aus D und AD der Winkel ABD und der 
Bogen AB, oder PBD und PB. 

Wenn Cb der Entfernung der Sonne vom 
Pole gleich ift, fo faͤngt die Ebene an auf ihrer Griz 
te nach dem Pole zu beſchienen zu werden, in 
dem Falle, daß fuͤr einen vom Meridian entfern⸗ 


tern Stundenkreis der Bogen wie CP kleiner als 


das Complement der Declination geweſen ift, und 
für einen nähern groͤſſer wird. Im gegenſeitigen 
Falle hoͤrt ſie auf beſchienen zu werden. Fuͤr ei⸗ 
ne jede Declination der Sonne kan man die Zeit 
finden, da eine gegebene Seite der Ebene von der 
Sonne beſchienen zu werden anfaͤngt oder auf⸗ 
hört, weil in dem Dreyeck BCP aus BP, B und 
Cp als dem Complement der Declination der 
Stundenwinkel P nach (XXIV. n. 5. Kap. VI.) 
gefunden wird, um welchen die Sonne uͤber oder 
unter die Ebene tritt. Da aber, wenn man von 
P auf BC ein Perpendikel fällt, auf beiden Cei- 
ten deſſelben ein Bogen CP von gegebener Långe 
gelegt werden kan, ſo tritt hier in Anſehung des 
Winkels P eine Zweydeutigkeit ein, die aber der 
Natur der Sache gemaͤß iſt. Denn es ſind zwey 
Stundenwinkel, die man ſucht, einen, fuͤr wel⸗ 
chen die Sonne uͤber die Ebene tritt, den andern, 
da fie fie verlaͤßt. Welcher von ihnen die Gum- 
me oder der Umerſchied der Winkel an dem Per⸗ 

| penoizel 
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pendikel fey, dis muß die Betrachtung der um⸗ 


\ 


ſtaͤnde eines jeden einzelnen Falles entſcheiden. 


SU | III. | 
Bey geometriſchen Meſſungen muͤſſen die 


Schenkel der gemeſſenen Winkel horizontal ſeyn. 


ern fie aber nicht horizontal haben koͤnnen ge 
nommen werden, ſo haben die Winkel einer Re⸗ 
duction auf den Horizont noͤthig. Es bedeute 
(Fig. 23.) AEO den Horizont, APO EP Berz 
tikalkreiſe, P das Zenith, BOC einen Winkel, 
der auſſer der Horſzontalſlaͤche gemeſſen ift, fo if 
der Winkel der Vertikalkreiſe Ab, EP, welche 
durch feine beiden Schenkel gehen, nemlich ADE 
oder P der auf den Horizont reducirte Winkel. 


Um dieen zu erfahren, muß man in dem ſphaͤri⸗ 


ſchen Dreyeck PBC auſſer dem Bogen BC, dem 


Maaſſe des gemeſſenen Winkels BOC, die Por 


gen BP, CP, die Maaſſen der Winkel wiſſen, 
welche die Schenkel BO, CO, mit der Vertikal⸗ 
linie machen. Dieſe muͤſſen durch eine beſondere 


Meſſung geſucht werden. Alsdenn ift durch die 


drey Seiten der Winkel P gegeben, entweder 
nach (145) oder (160) oder (161), Es fen der 
gemeſſene Winkel B00 a, der Winkel BOP—e, 


GOP — b, fo iſt | 
ER cCoſ. a coſ. b. coſ. e 


P coſ. ang. red. 
20 o ER, fin.b. fin.c 


oder 


E neg b — c). fn.1 — 
fn Pr 2 (a ＋ C). Ín. 1 (a c ge 


fin. b. fin. c 


oder 
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oder | 
ol p SE 1(b Eo). fin. 1 402), | 
fin. b. fine 


Weil hier die Betrachtung des Entgegengeſezten 
wegfaͤllt, fo findet auch kein zweifaches Zeichen 
vor der Wurzelgröſſe ſtatt. 


| Erempel, Es ſey a= 25, b=84%,c=86°, 
ſo iſt nach der erſtern Formel 


I. fin. 84? = 99976143 
L fin. 86° — 9, 9989408 
I. ſn. 84°. ín. 86° =9, 9965551 
I. coſ. 25° = 9,9772777 
i 9,9607206 = 1. 0913525 

1. cof. 84° = 9,0192346 
L coſ. 86° — 8, 8435845 
778628191 

ſubtr. 9,9965571 


7, 8662640 = l. 0,607350 


cofPz: 0906175 . 

P 25 15 — 
Nach der zwehten Formel iſt die Rechnung bo 
quemer. Es iſt e- ba; achb—e Sage, 
a e- b. 27e, alſo , 
L fin, 
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L fin. 1130 ggg 0. 
1. fin. 13°30 =9, 3681853 


8, 6678406 
l. ſin. 845. ſin. 86 = 9, 9965551 


2) 8,6712875 
9,3356427 H＋. ſn. 120 30˙3 Ab 
: P SG 25 I A ＋ 


Aus dieſem Exempel ſieht man zugleich, wie viel 


der Fehler betragen wuͤrde, wenn man beym 
Meſſen fatt horizontal zu vifiven, um 4 und 6 
Grad abgewichen waͤre. | 
3 IV. | 
Aufg. Die Declinarion, Rectaſcenſton, 


Lange und Breite eines Geſtirns mit einan⸗ 


der zu vergleichen. 

Aufl. Es fey (Pig. 24.) AQ. ber Aequator, 
APQ der Colurus des Sonnenſtillſtandes, PC 
der Nachtgleiche, P der Pol des Aequators, E 
der Pol der Ekliptik, welche durch CB geht. 
S iff ein Geſtirn, deffen Declination SD, ihr 
Complement PS; die Rectaſcenſion CD, oder 


der Winkel CPD; die Breite SL, ihr Comple⸗ 


ment ES; die Laͤnge CL oder der Winkel CEL 
der beiden Breitenkreiſe durch den Punkt C der 
Fruͤhlingsnachtgleiche und das Geſtirn gezogen. 
Die Schiefe der Ekliptik, welche als bekannt an⸗ 
genommen wird, ift der Bogen DO oder EP. 3 

| in 


| 
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In dem Dreyeck EPS, welches der Colurus, 


| der Declinations⸗ und Breitenkreis mit einander 


machen, ift alfo EP die Schiefe der Ekliptik, PS 


| das Complement der Declination, Es daſſelbe 


der Breite, der Winkel EPS — 900 die Recta⸗ 

feenfion, PES = 900 die Långe. ESP ift der Po⸗ 

ſitionswinkel. Nun ſeyn erſtlich EP; PS, EPS gez 

geben, ſo findet man dadurch den Wintel PES 

nach (149), wenn man dafelbſt 
ür A, B, , e 


hier PES, EPS, PS, EP 
ſchreibt, und es ift ER 
fin. EP, cot. PS ` | | 
| cot. PES = — f. EP. cot, EPS 
cot. lin. EP EPS - — cof. EP. cot. EP 


Weiter ift nach (146), wenn man daſelbſt 
fr a, b, c, A 
fat ES, PS, EP, EPS 


coſ.ES g cof PS. cof EP lin. PS. ſin. EP. eſ. EPS 


Man verwechſele in dieſen Formeln die Buchſta⸗ 
ben E und P, ſo erhaͤlt man 
ſin. EP. cot. ES 


cot. EPS— — M -— -— cof. EP. cot. PES 


fin. PES 
nnb cf. PS — cf ES. c EP. ſn. ES. ſn. EP. cf.PES 
oder den Winkel EPS, und die Seite PS aus 


den gegebenen Stücken ES, EP, PES 
Man nenne die Seakan a EPS.— 50° 


die Declination = = DS 90 DS 
die Laͤnge L. gen PES 
die 
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die Breite: B= —ES | 

die Schiefe der Eilipe.—=E=EP, „ 

fo hat man für diefe Groͤſſen folgende Gleichun⸗ 
gen 1 pRE , 
' | : I fin.E, tang.D «cof E : | 
tg Beet SE L. e : 
177) tang gece? coſ E. tang. A. 
1778) fin.B = ſin. D. coſ. E. coſ. D. ſin E. ſin. A. 
179) tang. A— coſ. E. ee Umi ii | 

cof.L 


180) ſin D cof E. fin.B-Rfin.E.cof.B.fin.L_ 


Wenn man den Bogen CS ziehet, ſo iſt (135 
cof.CS—cofCL.cofSL und 
cof. CS S coſ. CD. cof.SD, alfo | 

181) cof.L. co£.B—cof A, coſ. D | 

Dieſe Formel dient, aus dreyen von den vier 
Stuͤcken, Laͤnge, Breite, Rectaſcenſion und De⸗ 
77 0 das vierte durch eine einzige Analogie zu 

nden. 

Bey dieſen Formeln muß in Acht genommen 
werden, daß die Bogen oder Winkel alle unter 
einem Quadranten, und, was die Breite und 

Declination anlangt, nördlich oder nach dem 

Pole P zu genommen find. Wenn die Långe und 

Mectaſcenſion über einen Quadranten groß find 

fo muß man die Zeichen ihrer trigonometriſchen 

Functionen gehörig aͤndern. Wenn die Decli⸗ 

nation ſuͤdlich ift, fo wird cot. PS cot. (90? *ED) | 

= — tans. D (8), co. PS =cof.(go HD) | 

= ſin. D umb Dn, PS = bn, (Dc. D. 

Mon 


| 


| 
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Man muß alſo in den Formeln für die Länge und 
Breite die Tangente und den Sinus elner ſuͤdli⸗ 
chen oder einer entgegengeſezten Derlination nega⸗ 
fio nehmen, oder dieſe Declination als negativ 
betrachten, wodurch ihr A Sinus und ihre Tan⸗ 
gente es auch werden. Der col. D bleibt unver⸗ 
aͤndert, weil entgegengeſezte Bogen emerley Co⸗ 
ſinus haben. Ein gleiches gilt von den Formeln 


fuͤr die Rectaſcenſion und Declination; worin gie 


ne ſüdliche Breite wie ein negativer Bogen anzu⸗ 
ſehen. Ein negativer Wehrt für Dn. B oder fin.D 
in (178, 180.) zeigt alfo eine entgegengeſezte Breia 
te oder Declination an, als in der Rechnung ane 
genommen iſt. i 
TUA Es fe die Rectaſcenſion, Aen — 128° 
die Declination ſuͤdl. D = 15° 
ie A e 16 
L fin. E 2-9, 6001957 
I. tg. D = 9, 4280525 


9,0282482 ` E 


1 col A=9, 7893420 


9 2389062 = l E- 0, 17334 


EI cof E — 9, 9624930. 


f 
* 


E tg. A SUO Uma 
D 0696832 = J. — 11 7404 


tang.L ° = — 1400990 


1 88 GA 25s = Gi 59 — 


J. lin. 


210 7. Kap. Beyſpiele 


J. in. D = 9,4129962 
1. cof. E = 9, 9624930 
Í — 


— 


9, 3704892 = 1. — 023740 
I. coſ.D = 979849438 
I. fin. E = 9, 6001957 
I. fin. A = 9, 8965321. 


9,4816716 = l. — 0, 30316 | 
—— — —6— aa ` 


finB = — 0, 54056 | 
B = 32? 43 d ſuͤdlich. | 
v. | 
Aufg. Die Soͤhe, die Declinarion und das 
Azimuth eines Geſtirns mit der Polhoͤhe 
eines Ortes und dem Stundenwpintel zu 
vergleichen. Bi 
Aufl. Es ſey HR der Horizont, HZR der 
Meridian eines Ortes, deffen Zenith in Z. (Fig. 
25.) Der naͤchſte Pol ſey P, ein e in S, 
deffen Höhe SO, Entfernung vom Zenith SZ, 
Complement der Declination SP, Azimuth der 
Winkel PZS des Meridians mit dem Vertikal⸗ 
kreiſe ZS. Man ſchreibe in (146) 
fur 4, b. cgo 
| hier 28, ZP, SP, ZPS oder P 
fo ift co. AS = ſ. LP. cſ. SP Dn ZP. ſin. SP. eſ. P 
oder, wenn man die Höhe des Geſtirns H, die 
Declination D, die Polhoͤhe A, den Stunden⸗ 
winkel 5 nennet, dE : 
| 192) 


A 
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182) fin. H = ſin. A. fin.D deco. A. coſ. D. cofs 
ieraus folgt | ER | 
á in. H dos. 5 
me 77 URS MIB 
coſ. A. co. D Ig A^.tang 


Wenn ZS ein Quadrant ift, fo iſt das Geſtirn 
im Horizont, und ZPS iſt ſein halber Tagebo⸗ 
gen. Alsdenn iſt fin. H — o, und es iff | 

184) col.arc.iemid. = tang. alt. pol. x tg. decl, 
Das Zeichen — bedeutet, daß der halbe Tagebo⸗ 
gen ſtumpf ift, wenn die Declination poſitiv, 
oder P fuͤr den Nordpol genommen, noͤrdlich iff, 
Iſt die Declination negativ, oder ſuͤdlich, ſo iſt 
ihre Tangente verneint, und der Coſinus des hal⸗ 
ben Tagebogens bejaht, er ſelbſt ſpitz. | 
Das Azimuth zu finden, verwechſele man in 


183) col. S — 


der Formel für das Dreyeck ZPS die Buchſta⸗ 


ben 2, P, fo ift cof. SP = cof ZP. cof. ZS cb 


SOL SP s 

ZP. ſin. ZS. coſ. Z, und coZ  ———— . 7 
e ; n. ZP. ſin. Z 8 
— cot. ZP. cot. ZS, oder, wenn man die voris 


gen Benennungen braucht, und den Winkel des 
Azimuths Z nennt, d 


Dn D 


| 185) cof. Z = uz tang.AtangHH. 


cof. A. cof. H 
Wenn das Geſtirn im Horizont ift, oder wenn 
Hx, ſo iſt $ 


d fin. D 
186) cof ze 
co 


Man fan auch den Stundenwinkel oder das Azi⸗ 
muth noch bequemer o? (160) finden. Man 
| 2, 


fege 


E coſ. B. cof A. 


2122 J. Kap. Beyſpiele 


ſetze CH, A, cD für die Complemente der Bo⸗ 
gen H, A, D zum Quadranten, ſo iff 

SS In Ach HeA-cD).in.zccH-cAF#cD) 
Ee T 


Fuͤr das Azimuth gilt diefelbe Formel, H und D 
verwechſelt. > AN | 


| DEER | | 
Aufg. Aus der Lage der Dachfläche und 
der Walmenſeite gegen den Boden des Ze 
ches den Winkel zu finden, welchen ſie mit 
einander machen. em: Me 
Aufl. Es ſey (Fig. 17.) AOB die Fläche des 
Bodens von dem Dadhe, AOC die Dachflaͤche, 
BOC die Flaͤche der Walmenſeite, AOB der 
Winkel ihrer Durchſchnittslinien mit der Flaͤche 
des Bodens, deſſen Maaß AB ift, fo wird aus 
den Winkeln A, B und dem Bogen AB der 
Winkel Ogeſucht. Man verwechſele in der Olei 
chung (147) die Buchſtaben A, C, und ſchreibe 
AB für a, fo ift co. C z cof. AB. fin. B. ſin. A 


Wenn das Haus rechtwinklicht ift; fo iff AOB 
oder AB=90°, folglich cof AB = 0, und 
coſ. C = — cof B. co. A, oder der Coſinus 
des Winkels der beyden Dachflächen iff 
— gleich dem Producte aus den Coſinus ihrer 
Winkel mir dem Boden des Daches, wel⸗ 
cher Winkel aber Rumpf zu nehmen iſt. 
Exempel. Es ſeyn beyde Winkel A und B 
* 45 fo ifl coſ. A — cof. Bzz Y^ 2, und al 

24 her 
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her coſ. O = — 2. Weil nun bn, 30 = 2, 
und coſ. 60 — fin. 300, (o ift coſ. C COL 60 
und G — 180 — 69? 120. ES 
Der Winkel COB welchen die Durchſchnitts⸗ 
linie beider Dachftaͤchen CO mit einer der Sei⸗ 
ten des Daches OB macht, wird aus (150) ge⸗ 
funden. Man ſchreibe daſelbſt AB für c, BC 
fuͤr a, welcher Bogen das Maas des Winkels 
COB iſt, fo erhält man 1 78 55 | 
cot. CB = . Wer ër cof. B. cot. AB 
fin. AB | 
Wenn AB=90°; fo iff in. AB i, cot. AB —o 
und cot, CB = fin. B. cot. A. Fuͤr A = 45? if 
cot, CB = fin. B, und wenn auch B — 45°, fo 
ift cot. CB — 4^2, und CB — 54? 44 K. 


Achtes Kapitel. 
Differentialformeln, die Veraͤnderun⸗ 
gen der Seiten und Winkel in ebenen 

und ſphaͤriſchen Dreyecken 
aauszudruͤcken. 
Be eer | 
Es iſt bey Beobachtungen und Meſſungen nicht 
moͤglich, die Groͤſſen ſo genau zu erhalten, 
daß nicht oft ein Fehler, er ruͤhre nun von einem 
Verſehen des Beobachters oder von dem Inſtru⸗ 


mente ber, einſchleichen ſollte. Dieſer Fehler 
$3 wird 
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wird auf die Groͤſſen, die aus den gemeſſenen 
durch Rechnung hergeleitet werden, einen Einfius 
haben. Dieſen Einfius muß man beſtimmen 
koͤnnen, theils, um dadurch die Fehler, welche 
man an dem Inſtrumente bemerkt hat, zu verbeſ⸗ 
ferm, und die Reſultate der Rechnungen davon 
zu befreyen, theils auch die Grenzen ſich angeben 
zu koͤnnen, zwiſchen welchen die richtige Beſtim⸗ 
mung der zu ſuchenden Groͤſſen liegt, wenn man 


die Grenzen weiß, zwiſchen welchen die nicht zu 


vermeidenden Fehler beym Beobachten ſich ein⸗ 
ſchlieſſen laſſen. jj | 

Ferner, eine Groͤſſe wird gewoͤhnlich bis auf 
etwas weniges zu viel oder zu wenig durch einige 
Groͤſſen betimi, von welchen fie hauptſaͤchlich 


abhangt. Es kommen aber denn noch andere 


Gröfjen hinzu, deren Einfluß auf jene zwar gez 
ringe ift, aber doch zu ihrer genauen Beſtimmung 
mit in Rechnung gezogen werden muß. Ge⸗ 


wohnlich kan man die Groͤſſe dieſes Einfluſſes 


nicht beſtimmen, wenn man nicht vorher die Groͤſ⸗ 
fen, welche davon leiden, wenigſtens beynahe 
weiß. Es iſt daher nicht nur unbequem, ſondern 
auch oft ſo gut wie unmoͤglich, alle Nebenum⸗ 
ſtaͤnde mit in die Rechnung zu bringen; man 


muß alſo die Rechnung, wenn ſie für die Haupt⸗ 


groͤſſen gemacht ift, durch den Einfluß der Ne⸗ 
bengroͤſſen verbeſſern. Dis kan man, ohne die 
Rechnung von neuen anzufangen, bewerkſtelli⸗ 
gen, wenn man ſucht, was fuͤr Veraͤnderung 


das Reſultat der Rechnung leidet, wenn eine oder 


mehrere Groͤſſen veraͤndert werden, Wa 
| , da 


1 — 


cw 
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daß die übrigen dieſelben bleiben. Wenn man 
3. E. für eine gewiſſe Zeit die Höhe eines Geſtirns 
ſucht, ſo muß man ſie erſt ſo ſuchen, wie ſie oh⸗ 
ne Strahlenbrechung und Parallaxe ſeyn würde, 
weil dieſer ihre Wuͤrkung von der Hoͤhe des Ge⸗ 
ſtirns abhaͤngt. Nachher muß dieſe gefundene 
Hoͤhe durch die ihr zugehoͤrige Refraction und 
Parallaxe verbeſſert werden. | : 
Die zu dieſem Zwecke noͤthige Formeln zu fitta 
den, muß man wiſſen, wie in einem Dreyeck, 
worin einige Stucke unveraͤnderlich, andere vera 
aͤnderlich angenommen werden, die Veraͤnderun⸗ 
gen einiger Theile ſich zu denen der uͤbrigen ver⸗ 
halten. Weil wir aber vorausſetzen, daß die 
Veraͤnderungen in Anſehung des Ganzen geringe 
ſind, und alſo ihr Einfluß auch gering ſeyn wird, 
fo können wir uns mit den lezten Verhaͤltniſſen 
begnügen „ welche diefe Veraͤnderungen unter eins 
ander haben, wenn ſie ohne Ende klein genom⸗ 
men werden, welchen Ge die wahren Verhaͤlt⸗ 
niſſe immer mehr und mehr nähen, je kleiner die 
Veraͤnderungen find.. d S 

Hier find nur vier Faͤlle moͤglich. Erſtlich ſind 
eine Seite und der anliegende Winkel, zweytens 
eine Seite und der gegenuͤberſtehende Winkel, 
drittens zwey Seiten und viertens zwey Winkel. 
in einem Dreyeck unveraͤnderlich, und die uͤhri⸗ 
gen Stucke veraͤndern ſich durch die Veraͤnde⸗ 
rung des einen unten ihnen mit einander. Man 
Dicht das lezte Verhaͤltnis der Vexaͤnderungen je 
KONER 


O 4 | es ` $ 
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P 
Man muß bey dieſer Rechnung folgende Forz 
meln aus der Differential⸗ Rechnung wohl inne 
haben: EE | 
d.xy = ydx m xdy 
d. in. A = col. A. dA 
d. col. A = in. A. dA. ? 
In dieſen Formeln find die lezten Verhaͤltniſſe der 
Veraͤuderungen, welche durch die Groͤſſen ſelbſt 
mit vorgeſchriebenem d bezeichnet werden, durch 
die Verhaͤltniſſe endlicher Groͤſſen ausgedruckt. 
Dieſe Gleichungen ſind nemlich urſpruͤnglich Ana⸗ 
logien. So iſt die erſtere eigentlich ſo zu leſen: 
Er | xdy 


oder dy : d. xy — 1: e He x, 


nemlich das lezte Verhaͤltniß zwiſchen der Veraͤn⸗ 
derung eines Factors x und der eines Products 
xy. ift gleich dem Verhaͤltnis von 1 zu der Sum⸗ 
me des andern Factors y und des Products aus 
dem erſtern X, in den Exponenten des lezten 
Verhaͤltniſſes zwiſchen den Veraͤnderungen der 


dy 
beyden Factoren x Dieſer Exponent kan ſehr 


wohl endlich ſeyn, wenn gleich die Glieder des 

Verhaͤlkniſſes als ohne Ende klein betrachtet merz 

den. So heiſt die zweyte Gleichung eigentlich, 

das lezte Verhältnis der Veraͤnderungen des Ee 
; get 
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gens und ſeines Sinus iſt gleich dem der Einheit 
zum Coſinus deſſelben; und die dritte: das lezte 
Verhaͤltnis der Veraͤnderungen des Bogens und 
ſeines Coſinus iſt gleich dem der Einheit zum Si⸗ 
nus deſſelben. Das Zeichen — bedeutet, daß 
die Veraͤnderungen einander entgegengeſezt ſind. 
Der poſitive Coſinus nimt ab, wenn der Bogen 
waͤchſt; fein Wachsthum ift eine negative Griffe 
Eines negativen Coſinus Wachsthum iſt eben⸗ 


falls negativ, wenn daſſelbe des Bogens poſitiv 
iſt. | | 


III. 

In dem geradlinichten Dreyeck ACD (Fig. 
26.) ſeyn AC und der anliegende Winkel A 
unveraͤnderlich. Man ſucht die lezten Ver⸗ 
haͤltniſſe der Veraͤnderungen ſeiner übrigen 
Seiten und Winkel, wenn es ſich in ein 
anderes ACD verwandelt. 5 

Man bezeichne hier und im folgendem die Win⸗ 
kel durch die beygeſchriebenen Buchſtaben, A, B, C, 
die gegenüberfichenden Seiten durch a,b, c, fo iſt 

188) da: — dB = a: tang. B. T 

189) da : dC =a:tang.B 

199) dc zt da = 1: coſ.B 

i91) dc : dr : ſin. B 
Denn man ſetze in der Gleichung fuͤr das Drey⸗ 
eck, b lin. A = a ſin. B (13), b und Dn A unveraͤn⸗ 
derlich, ſo iſt nach den Regeln der Differential⸗ 
rechnung (IH o = da. fin.B dB. coſ. B. a; oder 
o-da. fang. B $ dB. a; oder — dB. a = da. 
rang, B. welches die Analogie (188) gibt. Das 

UO M Zei⸗ 


* 
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Zeichen — bedeutet, daß D abnimt, wenn 
a2 DC waͤchſt, wie es die Betrachtung der Figur 
zeigt, un Fall daß E ſpitz ift. Wenn B ſtumpf 
iſt, fo wachſen B und a zuſammen, alsdenn iff 
aber auch rang. B negativ, weswegen man diefe 
Tangente nebſt dB poſitiv nehmen kan. 
Weil die Summe B «b C unveränderlich ift 
fo ijt dC — — dB, welches (189) gibt. 
Die Formel c. (in. A = a. fin. C bifferentiirf, 
wird dc. fin. A— da. fin. CC. cof: C. a — da. 
fin.C . da. tang.B. cof. C — da (fin.C. c. B & 
fin.B. cof.C): cof.B = da. tin. (B C): cot B 
da. ſin. A: coſ.B; alfo dc. coCB = da, zufol⸗ 

ge ben Formeln (13. 189. 3. 25). Hieraus erz 
halt man die Analogie (190) und aus dieſer mit 
der (189) verbunden, die (191), in welcher man 
auch — dB ſtatt dC ſetzen kan. À 


IV. 


In dem geradlinichten Dreyeck ABC (Fig. 


27) ſeyn A und die gegenüberftehende Seite 
BC unveränderlich. Man ſucht die lezten 
Verhaͤltniſſe der Veraͤnderungen feiner uͤbri⸗ 
gen Seiten und Winkel, wenn es ſich in das 
- ADE veraͤnderr. 

„Eben die Bezeichnung, wie vorher gebraucht, 


192) db : dB = b : tang. B 

193) do : dC = c : tang C 

194) db :— de = cof B:cofC 
Nem⸗ 


| 


| 
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Nemlich b. ſin. A = a. ſin. B differentiirt, fo daß 
A und a unveränderlich find, gibt db. n. AB. 
coſ. B. a oder db. fin. B zz dB. cof. B. b, wenn 
man ſtatt ſin. A und a durch die ihnen proportio⸗ 
nalen fin. B und b multiplicirt, das ift db. 
tang. B — dB. b. Hieraus fließt die Analogie 
(192) und, wenn man Bund C, b und c ver⸗ 


wechſelt, aud) (193). Ferner weil dB —— aC, 


ſo folgt aus den beiden gefundenen Analogien 


| b. ſin. C 

db: — dc g b. tang. C: c. tang: D = x 
: TR 7; 
So 3s f e 
EE ER A 


Die Veränderungen der Geiten find entgegen- 


geſezt, wenn B und C bende pit find, wie die 


Betrachtung der Figur leicht zeiget. Wenn einer 
dieſer Winkel ſtumpf wird, fo wird col. B oder 
cof.C negativ, und man kan dc nebft ihm poſi⸗ 
tiv ſetzen. TX ! 


In dem geradlinichten Dreyeck (Fig. 28.) 
ſeyn die Seiten AB, AC unveraͤnderlich. 


Man ſucht die lezten Verhaͤltniſſe der Verz 


aͤnderungen ſeiner Winkel Jo der dritten 
Seite, Wenn es (ido in das ACD verandert. 
Dieſe ſind T 
195): dCzdB—tang.C:tang.B ` 
197) dB:—dA-—fin.B.cof.C:fin. A—b.cof.C :$ 
198) dA: da =I: b. ſin. C: c. ſin. 8 
199) dB: — da gra. tang. C. i Y 
ds Man 
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Man differentüre die Gleichung b. ſin. C c. ſin. P 
fo, daß b, c unveraͤnderlich ſeyn, fo erhält man 
b. coſ. C. d C g . cof B. dB oder ſin. B. coſ. C. dC 
= ſin. C. cſ. B. dB, das iff tg.B dC tg. C. dB, 
woraus (19$) fließt. Wenn beide Winkel B, C 
ſpitz ſind, ſo ſind ihre Veraͤnderungen gleichnah⸗ 
mig; das Gegentheil erfolgt, wenn einer ſtumpf 
iſt. Weil ABC E fo ifi dA dEgedcC 
=o und a = dA —dC. Dieſen Wehrt 
von dB feke man in der Differentialformel lin. B. 
cof.C. dC = fin.C. et, dB, fo wird fie, Dn B. 
cof. C. d C= ſin. C. coſ. B (dA 4 dC) oder 
dC (fin. B. co. C fin. C. cof. B) = — ſin. C. 
- :cof.D. dA das ijt dC. fin. (B) — dC fin.A 
fin. C. coſ. B. dA Së 
Dieſe Gleichung enthält die Analogie (196), 
Man kan auch fatt der Factoren lin. C, Dn A in 
den beiden Gliedern des Verhaͤltniſſes die ihnen 
proportionalen c, a, ſetzen. | EA, 
Die Analogie (197) ift mit Det (196) einerley. 
Es find nur B unb C, b und c, die gleichguͤlti⸗ 
gen Stuͤcke in dem Dreyecke mit einander vers 


wechſelt. T 
Die Formel b. fin A — a. fin. B eben fo diffe 
ventiitt gibt b. cof. A. dA —fin.B. da a. c. B. dB 
oder, wenn man für a. dB aus (197) feinen Wehrt 
fat, lin. B. da d (b. coſ. A . cof. C. cſ. B) 
= dA. b. ſin. B. (in. C. Denn es iff cof. A 
== cof. (BO —— cof. B. CL C ſin. B. ſin. C 
(27) oder cot. A «cof. B. coſ. C in. B. ſin. C. 
Hieraus folgt die Analogie (198) und aus der⸗ 
felben mit (197) verglichen, die (199). 
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SEU VI. | n 
Wenn zwey Winkel unveraͤndert bleiben, fa. 


bleibt es der dritte auch, und die Dreyecke wer⸗ 


den ähnlich, deren Eigenſchaften bekannt ſind. 


VII. * 
In dem ſphaͤriſchen Dreyeck ABC (Fig. 26) 
ſeyn AC — b und der anliegende Winkel A 
unveraͤnderlich. Man ſucht die lezten Ver⸗ 
haͤltniſſe der Veränderungen. feiner: Seiten 
und Winkel, wenn es ſich in ein andres 
ACD verwandelt. Par 
Dieſe Verhaͤltniſſe find, nach der ſchon ger 
brauchten Bezeichnung Ee" ES a : 3 
200) da: — dD = tang.a : tang. B 
201) dC: — dB — 1 :cofa 3 
a) de- da - 1 co. B Y 
203) da: d = fina ; tang. B 
204) dc: — dB = tang. a: fin.B S8 
20;) de: d= fina. : ſin. B 
Denn die Gleichung fin. b. fin. A = ſin. a. fin, B 
differentiivt, (o daß b und A unveraͤnderlich ger 
fest werden, gibt o — da. cof. a. fin. Déi dB 
cof. B. fin. a oder — dB. rang. a = da. ong B 
Man verwechſele in der Gleichung (147) A und 
B, a und b miteinander, fo wird fie, col. B = 
cof b. fin. A. fin. C — cof: A. cof. C, diefe eben 
fo differentürt, gibt, — dB. fin. B. — dC. coſ. C. 
fin. A. cof. b dC. fin. C. cof. A — dC. ſin. A 


(cof. C. cof b um fin, C. cot. A) = dC. 
fin.A, 
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ſin. b 
ſin. A. ..(150), wenn man daſelbſt B 
tanga > 


und C, b unb o verwechſelt. Folglich iff 
fin. A. fi b fi 

Bd, nn cha dc 
fin.D.t tanga ' tang.a 

Eben ſo gibt die Gleichung (146), eſ. a cſ. b. eſ. " 

JE fin. b. fin.c. cof. A differentiirt, — da. fin.a 

== — de. ſin. c. coſ. b dc. cof. c. fin. b. cot. A 

= — dc. fin. $4 p^ cot. D. — cof. c. cof. A) 


fin 
— dc. fin. b. — 149) wenn man daz 


ſelbſt A und B, a SEH b AR Folglich i 


dissi. A Do HB ` 
da dc — — de - dé cof B. 
fin.a.tang.B tang:B | 
Dis gibt die Analogie (202). Die uͤbrigen flieſ⸗ 
ſen unmittelbar aus den drey gefundenen und aus⸗ 
einander. 


um 8 


VIII. 

eben diefes zu finden, wenn der de 
A, und die gegenuͤberſtehende Seire BC = 
unveraͤnderlich find. (Fig. 27.) d 
Dieſe Verhaͤltniſſe find 8 | 
206) de: d = tang.c : tang. C 
207) db: dB Stang. b: ong B 
208) dC : — dB = coſ. e: coſ. b 
209) de: — dB = fin.c :- tang. C. cof. b 

210) 
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210) db : — dC = fin.b : tang. B.cof.c 
211) de: — db = cof. C : cof, B 
Die Gleichung fin. c. fin. A=fin.a, fin C dif⸗ 
ferentiirt, A und a beſtaͤndig geſezt, gibt de. col. ` 
| fin. A dC. cof. C. fin. a, oder de. cof. c. ſin. C 
dC. cof. C. ſin. e, oder dc. tang. C = dC. one, c, 
woraus (206) folgt. Man verwechſele C und c 
mit B und b, ſo erhaͤlt man dte aͤhnliche Analo⸗ 
gie (207) | | 
Die Formel (147) cof. A=cof.a. fin.B.fin.C 
— cof. B. cof. C auf eben die Art differentürt, 
wird o Scoſ. a (dB. coſ. B. ſin. C dt cl. C. in. B) 
FR dB. Dn, B. cof C dC. fin. C. cot B, oder, 
mit fin. C. fin. B dividirt, und das Product in 
den Factor dB auf die andere Seite geſchaft, 
| — dB (cofa. cot. B cot. C)— dC(coſ. a. cot. C 


cot. B), das ift nach (149), — dB 4 a cot. o 


| x fin. B 
| A. Cot. 
E fin.C | 


| n. 
| = dC. cof.b: fin. b. fin.C. Die Diviſores 
find einander gleich; alfo iff — dB. cof. c. 
= dC. cof. b, woraus (208) fließt. Die uͤbri⸗ 
gen Analogien flieffen unmittelbar aus den drey 
gefundenen. Die lezte nur, welche aus (206 
und 210.) flieſſet, wird zuerſt dieſe, a e 
de: — db = fin.c. tang. B: tang. C.fin.b= - 
| Gn,c. fin B ſin. b. ſin. C fC Pp 
rd ER = cof. row * 
weil die Zähler. gleich ſind. n 
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1X. — 

"Eben dieſes zu finden, wenn svoey Sei 

ten eines ſphaͤriſchen Dreyecks AC = b, und 
AB gc beſtaͤndig find, (Fig. 28.) 


Die Verhaͤltniſſe ſind 
23 /dB:dC—tang. B: tang. G 
213) da: dA—fin.b.fin.C : 1—fin.c.fin.D:Y 
214) dA: d Bln. a: fn.b.cf.C—fn.A: fn.B.c£ C 
217 dA: d Cn. a: in. c. eſ. Ex ſn. A: ſn. C. eſ. B 
2160 da: dB fin. a. tang. C: I 
217)—da: dC=fin.a.tang.B:ı 
Die G'eichung lin. b. fin. C 2 fin: e. in. B 
differentürt, b unb c unveraͤnderlich geſezt, gibt 
^ dG.cof. C. fin. b — dB. cot B. fin. e, oder 
dC; cof. C. (in. B — dB. cof B. fin. C, das iſt, 
dC. tang. D = dB. tang. C, welches die Ana⸗ 
logie (21: 2) ift. 

Die Gleichung (146) cof. az cof b.cof.c d 
fin. b. fin. c. cof. A eben fo differentürt, wird, 
da. fin. a = dA. fin. A. in. b. fin.c, oder 
da = dA. fin. b. fia. C — dA. fin. c. fin. B. 
Hierin liegt die Analogie (213). 

Die Gleichung fin. a. fin. B = fin. b. fin. A 
eben fo Ddifferentiirt, gibt da. cof a. fin. B 
dB. col. B. fin, a — dA. cof. A. n. b, oder 
dB. cf. B. n. a dA.fn.b.(ct. A — cfa. ſn. B. ſn. C) 
= dA. ſu. b. cB. cſ. CQ, (147) oder dB. fn.a— 
— dA, ſin. b. cof. C. Dies wird die Analogie 
(214) Die (213) ift eben dieſelbe, die gleichgul⸗ | 


tigen Seiten und Winkel verwechſelt. di 
it 
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Die übrigen entſtehen aus der au ammenſe⸗ 
tzung der gefundenen. | 


X. 

Eben dieſte zu finden, wenn zywey Wine 
kel B und C beſtaͤndig find, (Fig. 29) " 

Die Kee find, 
218) db: de=tang.b:tang.c 
219) re da ſin. c. ſin. B: 1— fin.b. Ss C:r 
220).da : db=fn.A: ſn. B. cfc cz ín, a: ſn. b. cfe 
221) da: der ſn. A: ſn. C. cſ.b fn. a; ſn. c. oſ.b 
222) dA: db ſin. A. tang. c: 1 
223) dA : de S fin. A. tang, CES o 
Die Beweiſe find denen in (IX) ganz ahnch. 
Die Gleichung ſin. c. lin. B fin. b. ſin. C differens 
git gibt de. cof c. ſin. B = db. cof b. fin. C, 
oder dc. cof. c. fin.b = db. coſ. b. ſin. c, das if 
dc. tang.b = db. tang.c, wie in (218). 
Ferner folgt aus (147) differentürt, dA. fin. A 
= da. ſin. a. fin. B. fin. C, oder dA = da. ſin. b. 
Dn C da. ſin. c. ſin. B. wie in (219). 
Se folgt aus der Gleichung lin. b. fin. A=fn.a. 

in. B die Differentialgleichung db. cof. b. ſin. A 
FR dA. coſ. A. (in, b = da. cofa: fin, B, oder 
db. coſ. b. ſin Ada, ſin. B(coſa in. c. ſn. b. cſ. A) 
= da. fin. B. co£ b. coſ. c. (146) oder db. fin. A 
| zz da. ſin. B. cofe, wie in (2200. 
Die übrigen Analogien folgen aus den gefunde⸗ 
nen unmittelbar. 

Alle hätten ſogleich aus denen in (IX) hergelei⸗ 
tet werden koͤnnen, wenn man daſelbſt für die Sei⸗ 

dm und Winkel die ege der SS ln 
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henden Winkel und Seiten ſchreibt, wodurch die 

Differentiale dieſer verwechſelten Seiten und 

Winkel entgegengeſezt werden, wie es auch ihre 

Tangenten und Coſinus find. Wenn aber alte 
oder zwey Groͤſſen der Verhaͤltniſſe negativ find, 

fo kan man fie alle pofitio nehmen. | 


XI. 
Der Gebrauch dieſer Differentialformeln iſt 
vor andern in der Aſtronomie ſehr haͤufig. Ein 


paar Beyſpiele aus derſelben ſollen ihn erlaͤutern. 


Die Parallaxe eines Geſtirns iſt der Win⸗ 
kel, um welchen es von einem Ort auf der Erd⸗ 
flaͤche betrachtet niedriger erſcheint, als wenn 


es von dem Mittelpunkt der Erde geſehen wuͤrde. 


Sie verringert die Hoͤhe des Geſtirns ohne den 
Vertikalkreis, worin es befindlich ift, zu ändern. 
Die Horizontalparallaxe iſt der gedachte Winkel, 


wenn das Geſtirn im Horizont erſcheint. Die 


Parallaxe in einer jeden Entfernung vom Zenith 
ift diefe Horizontalparallaxe durch den Sinus der 
ſcheinbaren Entfernung von Zenith multiplicirt. 


Dis vorausgeſezt, fell man aus der ori 
zontalparallaxe eines Geſtirns finden, web 
chen Einfluß die Parallaxe für eine gewiſſe 


Soͤhe auf die Declination und Xectajcenfion 


abe. ` 
Es ſey (Fig. 25) HZR der Meridian eines 


Ortes, deſſen Zenith Z, Entfernung vom Pole 
ZP, an welchem ein Geſtirn in s beobachtet wer⸗ 
de, deſſen wahrer Ort in S iſt. Die ſcheinbare 


Declination deſſelben ift das Complement von e 
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ihr Unterſchied von der wahren die Parallaxe der 
Declination. Der Winkel Sbs iſt der Unter⸗ 
ſchied zwiſchen der wahren und ſcheinbaren Recta⸗ 
ſcenſton oder die Parallaxe derſelben. Die Drey⸗ 
ecke APS, J bs haben die Seite ZP und den Win⸗ 
kel PZS. gemein. Es it demnach aus (205) _ 
gas d. Js — fin.sP : ſin. ZsP — lin. sP: 
lin. Z. Ps. ſin. ZP 
en 2 Man fege für d. Zs feinen Wehrt 
durch die Horizontalparallaxe ausgedruͤckt, nemz 
lich par. hor & fin. Zs, fo ijt 
224) parall. aſc. r. (par. hor. & fin. diſt.appar. 
a Mer. x cof. alt. pol.):cof. decl.appar. | 
Ferner ift nad) (202), d. Zs: d. Ps =r: cof PSZ 
Wenn man aber d. Ps oder die Parallaxe der 
Declination durch ZP, Ps, ZPs und die Hori⸗ 
zontalparallaxe ausdrücken will, fo ſchreibe man 
für eoſ. Ps Z. zuerſt cot. PS Z. fin. PsZ (cot. Dei, 
lin. ZP. e : fin. Zs, und da cot. PsZ 
lin. Ps. cot.“ 
—— nn — co ſ. Ps. cot. APs (149); 
* ee d 
fo wird cof. PsZ = (fin. Ps, cof ZP — cof. Ps. 
cof Z Ps. fin.ZP) :fin-Zs. . Man fege in dem 
Wehrte von d. Ps, der d. Zs col. Ps, iſt, ftatt 
d. Is feinen Wehrt durch die Horizontalparallaxe 
ausgedruͤckt, ſo iſt ripa 
225) par, decl. — par. hor. (cof. decl. app. * In. 
alt. pol. — fin. decl.app. * cof. dift. app.a . 
Mer. # cof. alt. pol.). 
Die Veränderungen in der Entfernung vom 2e» 
nith und der Nectaſcenſion, welche durch die Pa⸗ 
E KE rallare 
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rallaxe geſchehen, ſind gleichnahmig, in dem Fall, 


daß in der Figur das Geſtirn auf der Oſtſeite gez 
ſezt wird, daher die ſcheinbare Rectaſcenſion durch 
die Parallaxe groͤſſer wird, als die wahre. Wenn 
aber das Geſtirn auf der andern Seite befindlich 
iſt, ſo wird die Entfernung vom Meridian negatio 
ihr Sinus auch, und die Parallaxe macht die 
ſcheinbare Rectaſcenſion kleiner als die wahre. 
Die Veraͤnderungen in dem Complemente der 
Declination und der Entfernung vom Zenith ſind 
gleichnahmig, fo lange cof: PSZ poſitiv bleibt. 
Daher iſt alsdenn die Parallaxe der wahren De⸗ 
clination negativ. Dieſe iſt deswegen kleiner als 
die ſcheinbare, wenn fie noͤrdlich (d. i. poſitiv), 
groͤſſer, wenn fie negatio (d. i. ſuͤdlich) iſt. Der 
zweyte Theil in (225) wird addirt, wenn entwe⸗ 
der die Declination ſuͤdlich, oder die Entfernung 
vom Meridian groͤſſer als so Grab ift. 

Mehreres von den Parallaxen und ihrem Ge⸗ 
brauch findet man in den aſtronomiſchen Lehrbuͤ⸗ 
chern, beſonders in der Aſtronomie des Hrn. de la 
Lande, stem Buche. | 


XH 


Die Fortruͤckung der Nachtgleichen verurſacht, 


aß die Laͤngen der Sterne groͤſſer werden, ohne 


daß ihre Breite ſich aͤnderte. Dieſe Fortruͤckung 
betraͤgt jaͤhrlich vo . Man ſuchtr aus der 
Veraͤnderung in der Länge die daher entſte⸗ 
hende Veraͤnderung in der Declination und 
Rectaſcenſion. CH == 


E 
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In dem Dreyeck EPs (Fig. 24.) deffen Theile 
(Kap. 7. IV.) benannt find, bleibt durch die Praͤ⸗ 
ceßion EP und ES ungeändert. Der Winkel PES 
wird kleiner, weil CES geöfjer wird. Man fehe 
in (IX) EP—c; ES, PS=a, und 


E, P, 


für A, B, C 


0 iſt nach (213) 
E: dPS I: Gë LP "Za P 


Di Differentialen des Winkels E und der Seite = 


PS find gleichnahmig und beide ben Veraͤnderun⸗ 
gen jenes der Laͤnge und dieſes der Declination 
entgegengeſezt, (o lange Dn. D poſitiv bleibt. Es 
iſt demnach 
226) praec. decl. =praec. long. & fin. obl. ecl. 

sé cof. aſc. reet. 
Dieſe wird negativ, wenn die Rectaſcenſton zwi⸗ 
ſchen 9o und 270 Grad faͤllt, d. i. wenn EPS 
über 180 iſt. 

une ift in eben dieſem Dreyeck nach (214) 
— dE :4« dP—íin.PS:fin.ES. coſ. S. Um die 
Veränderung der Nectaſcenſion durch EP, PS, T 
auszudrücken, verfahre man wie in (X! = | 

Es iſt nemlich fin. ES. cof. S ct. S. fn.5. GES 


~, 


ota fin EP. Go P; und cot. S= 23 


—— cf PS. cot. P (149) r alfo Dn ES. cf. Ste PS. 
col EP —cof PS. coſ. P. fin. EP. 

Daraus wird folglich — dE A dPor: 
cof. EP — cot. PS. cof. P. fin. EP. Es iſt aber 
dP oder die ee des Winkels EPS E 

e 


KE 


* 


fin.PS, cot. EE. 


UAR EA ART SS e det E E SEN * . 8 
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der Praͤceßion in der Reetaſcenſion gleichnahmig/ | 


fo. wie dE derſelben in der Lange entgegengeſezt fft; 
Ferner iſt cot. PS = der Tangente der Declina⸗ 
tion, und — ci. EPS SHC BPS Sm. CPS 


dem Sinus der Rectaſcenſion. Man erhält alfo” | 


227) praece. aſc. r. = praec. long. (cof. obl. 
ecl. I rang. decl. * fin. afc. r. * fin. obl. 
ecl.) 

Die Veranderungen in den Zeichen der trigono⸗ 
Semdëten Functionen muͤſſen gehörig beobachtet 
werden. So wird z. E. wenn ſonſt nichts geaͤn⸗ 
dert wird, fuͤr die ſechs lezten Zeichen der zweyte 
Theil der Gleichung abgezogen, weil der lin. alc. r. 
negativ wird. 

Dergleichen Aufgaben, wie dieſe, kommen 


haͤufig vor. Sie enthalten im Grunde nichts als 


die berechneten Formeln mit benannten Groͤſſen. 


XIII. 


In den vorhergehenden Lehrſaͤtzen und Aufga⸗ 


ben ward eine Groͤſſe durch die andere zwar nicht 


völlig gen au, aber doch auf eine bequeme und 


hinlaͤngliche. Art durch Naherung ausgedruckt. 
Man ko uf fí der approximitten Ausdrücke 
haufig, wenn unter den gegebenen Groͤſſen, wo⸗ 


von die geſuchte abhaͤugt, ſo kleine vorkommen, 


daß man ihre Quadrate oder die hoͤhern Poten⸗ 
zen wegwerfen kan, oder wenn dergleichen fich in 


die Rechnung hineinbeingen laſſen. Ein paar | 
Bey⸗ 


È " : ` | 
* Einen weitlaͤuftigen und verwirrten Beweis dieſer 
Formel findet man in der Aſtronomie des Hrm de la 


Lande F. 21625 2167. 


| Diſſerentialformeln. 231 


| | Beyſpiele follen Anleitung geben, wie man bey 
| EE Fragen ſich hiebey helfen 
koͤnne. 5 
| Es ſoll der Unterſchied zwiſchen der Sys 
potenuſe BC eines rechtwinklichten Drey⸗ 
ecks ABC (Fig. 16.) und der Kathete AB 
gefunden werden, vorausgeſezt ; daß der 
Winkel B ziemlich klein fey, etwa unters 
8 Grad, wie die Winkel der Planetenbah⸗ 
nen mit der Ekliptik. | 
Es ſey BC a; AB — c, fo iff 1: tang. a 
= cof.D: tang.c (134) alfo tang.c — tang. a. 
col. B. Man fege cof. B. — 1 , fo daß v 
den Sinus verfus von B bedeute, welche Sub⸗ 
ſtitution zu dem Ende geſchicht, daß man eine 
kleine Groͤſſe in die Rechnung hineinbringe, da 
der Sinus verſus dem Quadrat des Sinus 


durch 1 P cof. B diwidirt gleich if. Man ſetze 


auch noch der Kuͤrze wegen tang. a — t, daß 
| tang. c = t (1—v). Nun iſt nach (36), 
F 
cB tt (1 — v) | 
tv ES tv 2 D But) em 
y Hi tt — ttv r — ttv: (re tt) 
aber bn. a: s^ (r— fin. a:) — tang, a — $$ 
woraus lin. ar = tt (1 — (in. a:) und: fin. a 
= t: (rei) folget, daher auch cof a 
=r „ (I Fett) H. Man erhält alſo 
v. fin. a. cof. a 


tano. (ac) = — EEE 
EU 1 — V. ſim at 


— 
— 


tang. (a — c) = 


— ` 
— ee 


P 4 fin. 


r 


ue EL PT I 
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V. fin. a. cof. a (i d v. fin. a:), wenn man die 
Diviſion wuͤrklich verrichtet, und die hoͤhern Po 
tenzen von » weglaͤßt. Weil fin. a, cof. a = 
2 fin. 24 (29) und lin. a — 1 cof 24 
(33) und ferner der Unterſchied der Bogen a, € 
der Vorausſetzung zu folge klein, die Tangente 
alſo dem Bogen faſt gleich ift; fo wird v. fin. a. 
€of à (t I v. fin. a*) 1 v. fin. 2a Q FI Y 
= 3 V. Cof. aa) = i v. fin. 2a F I vv, fin. 2d 
vv. fin. aa ss à c ghaͤchſtens. Man 
kan auch, wenn v klein genug if, 2 v. lin. 2a 
za d= ſetzen. Der Unterſchied der Hypote⸗ 
nuſe und der Kathete, welchen man fo erhält, iff 
íi Theilen des Halbmeſſers, Eins, zu nehmen. 


Dieſe Formel wird in der Aſtronomie zur Mes 


duction der Planeten auf die Ekliptik bequem ge 
braucht. Die gröſte Reduction ift $ v, wenn 
fin. 2a — t, oder wenn der Planet 4 von den 
Knoten entfernt if | 
XIV. 

lan ſoll bey eben dieſen Vorausſetzun⸗ 
| gn sen cof. AG, der D gegenuͤberſtehenden 

cite b durch Naͤherung ausdrücken ` 


Aufl. Es iſt 1 fin. a = fin. B: fim b; 


` äl fin. b? = fin: a®. fin. B=; und cof: b? 


in. a“ fin. B:. Man febe wiederum 


1 = col. B, (o ift Y — 2v d rv cof B 
und àv — vy = fin B=; daher cof; b? 2 1 


fina) (Gy = vv) (uid) die Ausziehung der 
| | Que 


-—-—————S——— — 


m —— — 
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Quadratwurzel erhaͤlt man, cof, b 1 ín.a* 

Qv—vv) ＋ ei ee fin.a* (v =) etc. 
1, 2, 4 


das iſt, wenn man die höhern Potenzen von v 
über das Quadrat weglaͤßt, col.b=1—v.fin.a® 
A vv. ſin. a = i vv. finat, Man ſetze für 
fin. a? feinen Wehrt 2 — 2 cof.2a , und à — 


Zct 24 $ ! cof. 4a für finat nach (105), fo era 


n = 

eof b = t= ivy T Lv od av. cof 2a 

e — 4 vv. cof. 4a. iu 

Beh der Berechnung der Bewegung des Mondes 

wird dieſer Satz gebraucht. S. Clairaut theo- 
rie de la lune p. 39. | 


Anhang 


ERS” 88 28 82232 > 
Eon ELE a PARKER DER 


Anhang. 
Erweis des binomiſchen und polynomi⸗ 
ſchen Lehr ſatzes für jede Gattung von 
Exponenten. 


St 


d Wem eine zweytheilichte Gröſſe a p b ue. 
| ei eine Potenz vom Grade n erhoben wer⸗ 
e, den fol, und meine ganze bejahte Zahl 
iſt, ſo iſt es nicht ſchwer zu ep daß 


(a I b)n = at nam b E TE ans be 


n(n--r t--2 
e BE 1 (n-1)C n-2) 
po e 
ie 2--G 2. dr iicet: 
EL.. X CR 
Man findet von dieſem Acne Lehrſatze zwey 
ſchoͤne Beweiſe, Eer, in des Herrn von Gegner 
Curfu: mathem. P. II. 6 248; den andern in 
des ne: Hofe. Kaͤſtner Analyſis endl. Gr. 
8. 116 
Der Lehrſatz gilt aber auch, und ba dft fein 
wacher B „wenn m eine verneinte 
ganze 


an- b? = erra t S 
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ganze Zahl, oder eine gebrochene, fie fep verneint 
oder bejaht, oder eine Irrationalzahl jeder Art ift. 
Dies laͤßt ſich aus der Form des Lehrſatzes für 
ganze Exponenten durch die Buchſtabenrechnung 
zeigen. Wenn man (a A b)n entwickelt, und 
daraus die Wurzel vom Grade m zieht, ſo hat 
man die Formel für (a F bn: m. Wenn man 
die Einheit durch diefe gefundene Würdzel dividirt, 
fo hat man die Formel für cap b)-n:m, Die 
ſe Entwickelungen der gebrochnen und verneinten 
Potenzen lagen fich auf mehrerley Arten bewerk⸗ 
ſtelligen. S. von Segner a. a. O. S. 279 und 
326. Clairauts Algebra S. 286 der deutſchen Ue⸗ 
berſ. Aber dieſe Beweiſe koſten einem Anfaͤn⸗ 
ger Muhe, und endigen fich doch am Ende in ei- 
ne Induction. Ein vollkommen allgemeiner und 
leichter Beweis iſt durch die Differentialrechnung 
moͤglich. S. Kaͤſtners Anal. unendl. Gr. §. 46. 
Wenn man aber bey dem Gebrauch des bino⸗ 
miſchen Lehrſatzes in finer Allgemeinheit die 
Differentialrechnung nicht vorausſetzen will, wie 
es der Fall in dieſer Schrift Kap. 4. XXXIV 5. 
5. VIII. iſt; oder wenn man ihn als ein Eigen⸗ 
thum der Analyſis endlicher Groͤſſen lieber anſe⸗ 
hen wollte; ſo wuͤrde man doch ſuchen muͤſſen, 
einen befriedigenden Beweis deſſelben auf ſeine 
Form fur ganze bejahte Exponenten zu gruͤnden, 
der auch das leiſten muͤſte, daß man dabey die 
Verwandtſchaft der verſchiedenen Formen des 
Lehrſatzes deutlich einfübe. Die Differential⸗ 
rechnung kan manche Saͤtze, welche die Analyſis 
enducher Gröſſen mühſamer herausbringt, mit 
broſ⸗ 


. 
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groſſer Kurze und Leichtigkeit darthun. Aber fie 


fuͤhrt diefe Beweiſe fo, daß man zu dem Satze 


gelangt, und nicht weis, wie. Ihre Lehrſaͤtze 
von den lezten Verhaͤltniſſen find fo allgemein, 
daß man dadurch einen Sprung uͤber einen wei⸗ 
ten Raum thut, den man ſonſt Schritt fuͤr 
Schritt durchwandeln muͤſte. Angenehm iſt dis, 
wenn man⸗dieſen Raum fo durchwandelt hat, 


und durch Huͤlfe der Rechnung des Unendlichen 
ihn hernach mit Rieſenſchritten mißt. Sonſt 


aber ſcheint die anſchauende Erkentnis, die der 
Mathematik weſentlich, und vor andern menſch⸗ 
lichen Wiſſenſchaften ausſchlieſſungsweiſe zu⸗ 


komt, durch fie da zu leiden, wo es nicht eigent⸗ 
lich und nothwendig auf die Entwickelung der 


lezten Verhaͤltniſſe anfomt. Die Widerſacher 
dieſer Rechnung, da ſie aufkam, welche es nicht 
aus Vorurtheil fuͤr das Alte, aus irrigen Be⸗ 
griffen oder aus Leidenſchaft waren, mochten ſich 
vielleicht deswegen nicht an fie gewöhnen koͤnnen, 
weil fie in der alten Geometrie einer hoͤchſt anz 
ſchauenden Erkenntnis gewohnt waren. Die 
neue Rechnung war fuͤr ſie eine Reiſe auf den 
Fluͤgeln des Wirbelwindes oder eine im Schlafe. 


2 II. 
Eine Potenz mit negativen Exponenten ent⸗ 


ſteht, wenn zwey Potenzen von einerley Wurzel⸗ 


groͤſſe durch einander dividirt werden, und der 


Exponent des Diviſors groͤſſer als der des Divi⸗ 


dendus iſt. Die Wurzelgröͤſſe fey eine e 
ichte 


n————— ¶  — 


d 
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(I z)n 


ichte rz; man ſoll den Quotienten REH 
lichte 12; fi e DEE 


finden, oder die Potenz (1 vu z )n-? entwickeln. 


Wenn n und m ganze bejahte Zahlen ſind, ſo 


; n({(0— I; 
muß man die Reihe "enz - sa * HR etc. 


1. 2 
; "mme ve 
durch die 1 4 mz rm ee HB etc. divi⸗ 


diren. : | 
Wenn man dieſe Diviſion nad) den Regeln 
der Buchſtabenrechnung wuͤrklich bewerkſtelliget, 
ſo wird die Form des Quotienten gar nicht geaͤn⸗ 
dert, es mag m groͤſſer oder kleiner als n ſeyn. 
Iſt nun m kleiner als n, folglich n—m eine gan⸗ 
ze bejahte Zahl, ſo iſt der Quotient die Potenz 
(1 ep z)n- entwickelt, Bee 
n— m) (n—m—ı 
oder, rb (nm) d EEN 
m) (n—m-—r) (n—m— 
(n ) | jt epu 
I. 2. 3 
Dieke Form gilt alfo auch, wenn m gröffer als 
n, oder wenn n—m eine verneinte ganze Zahl iſt. 
Es iſt demnach, wenn man für nm ein einzi⸗ 


ges Buchſtabenzeichen —n fat, wo n die bloſſe 
Quantität, das beygeſezte Zeichen die Qualität. 
anzeigt, | : | 


(dz) 


E Auhang. 


| — SE e 
Nm 1 „ 
(T ac e i E 
n(n) (c (ns Ff en 


DE ND Qu gd Y 


bh e 


etc. Es ift hier von dem dritten Gliede an 


für jeden Factor im Zähler fein entgeg engeſeztes 


geſezt, wodurch, wenn ihrer eine gerade Anzahl 


ift, das Zeichen des Glledes nicht geändert wird, 
welches aber — wird, wenn die Anzahl der dar 


ctoren yo a uA iſt. 


CH TE 
Aus der vieltheilichten Groͤſſe r az & bz? 
sb cz! etc. kan man die Wurzel von jedem 
Grade m durch Huͤlfe des binomi iſchen Lehrſatzes 


Tür ganze bejahte Exponenten ziehen, wenn m gt: 


ne ganze bejahte Zahl iſt. Die Methode iſt die⸗ 
felbe, CSC zur Ausziehung der Quadrat⸗ und 
Cubikwurzeln aus Zahlen gewoͤh nti gelehrt wird, 
Man ſetze die Wurzel aus zwey Theilen 1 Z 
zuſammen, fo ift ( Z — 1 4 mZ «p etc. 


= razpet, folglich m etc. az etc. 


ES u cu = F etc., wo die weggelaſſene Theis 
le hoͤhere Bee von 2 als die erſte enthalten. 
Man nehme 1 E ? für den «fien und 2 fuͤr den 

zwey⸗ 
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zweyten Theil der Wurzel, fo ift (i dz Zyn 


D — E ; 
— (1 L am pr m(1 db — z)m- 77, HR etc. 
m m | ; 
Dieſe Reihe ift der az d bz? bh etc. gleich. 
, * a j , a 
Man ziehe das Stuͤck (1 e: zm, oder 


„ 5 Mac 
| - J. 2. III f 


—1 


az? etc. 
2m FR 


fo ift der Reſt bar — Z 


í j a 8 ; ; ` = 
= m(I$ — 2z)m-1 Z. T etc., und Z = 


amb — (m-—-1)a*; | 
en re 2 Fete. Man nehme 
21mm 
die gefundenen Dre Theile wiederum für ben er⸗ 
ſten Theil der Wurzel, und verfahre wiederum 
wie vorher; man ziehe nemlich die mte Potenz 
dieſes erſten Theils von dem erſten Reſt ab, das 
ſchon abgezogene Stuck weggelaſſen, und bibi 
dire den Ret durch m ſo hat man das vierte 
Stuͤck der Wurzel. So findet man jeden der 
folgenden Theile ſo vjel man ihrer haben will. 
Die mte Potenz des gefundenen Theils wird ge⸗ 
funden, indem man 1 für das erte Stuͤck Det 
ſelben, die uͤbrigen Glieder zuſammen fuͤr das 
zweyte Stuͤck nimmt, deſſen Quadrat, aA | 
SE u. ſ. w. 
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u. ſ. w. durch die unmittelbare Multiplication ge⸗ 
funden werden koͤnnen. Re Erat | 


IV. 


Man foll nun aus der Groͤſſe r $ mnz 
mn (mn—1)2*” mn (mn—1)(mn—2) 
a Die E Kä 


—— 


I. 2 r 1.2.3 - 
etc. oder aus (Z) mn die Wurzel vom Graz 
de m ziehen. Beyde Zeichen m und n bedeuten 
ganze Zahlen. 

Dieſe Wurzel iff (1d z) = ı Anh 
S PS 1 ! 
de Fetc. nach dem binomiſchen Lehrſatz 
I. 
für ganze Exponenten. Wenn man aber die Aus⸗ 
ziehung der Wurzel nach der Methode CID perz 
richtete, ohne die Factoren des Products mn zu 
trennen, wenn es auch durch m zu dividiren wäre, 
fo muß mn, fo oft es vorkömt, durch m dividirt 
ſeyn, damit m ganz aus der Wurzel weggehe. 
Schaft man nun das m weg, fo erhält man den 
Ausdruck für (1 3p 2) n; und wenn man hinge⸗ 


, mn 
gen in dieſem pes fuͤr n ſchreibt, welches aus mn 
durch die Diviſion mit m entſtanden ift, fo hat 
man die Wurzel aus 1 mnz ep etc, wie fie 
durch die unmittelbare Aus jehung gefunden wer⸗ 
den wuͤrde, nemih P 

ER | uu 


3 


"E u 


. 
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mn mn: m) (mn : m — 1 
m | £9 
mn:m) (mn: Die (mn: m-—2 


e 1,2. 3 „ 
Ob man aber ein zuſammengeſeztes Zeichen mn 


gi A 


1 Z) n = IF -Z A ae? 
Ge d 12.m® ` 
n (nm) (n—2m) | 
ae + ee 23 F 1 
| * 1,255 m9 | 
n (nm) (nm) - (n—(r—1)m) - 
vk E . — e ~- 21 


J. 2 % % t mr 

etc. wo von dem dritten Gliede an jeder Faz 
ctor des Zaͤhlers durch m multiplicirt, und das 

Product aller eben ſo vielmahl durch m divi⸗ 
dirt iſt. | rcu. 


; 

„Wenn man durch (1 z)n oder 1 n 
1 Mh (n—1). e Aen 
LO . etc. dividirt, fo erhält man 


^ 


den 
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N . n(nkt 

den Quotienten 1— n= Ak — Z? — eto. 
CID, und es iſt hiebey gleichguͤltig, ob n eine ganze 
oder gebrochne Zahl bedeutet, da die Form des 
Quotienten von der Beſchaffenheit der Groͤſſe n 
gar nicht abhaͤngt. Wenn man nun fuͤr n eine 


gebrochene Rationalzahl E fat, fo iſt der Divi⸗ 
for = (1 z) am (IV) und es ift alfo 
en me 
g OEM), 0 0 Om), 
nam: . 0072, . m 


— 1. 2. 3. x. me 


— 


g^ ete. 
VI. 
Eine jede Irrationalzahl laßt fid fo genau 
vlt Ab ? Ce 

man will durch eine rationale — ausdrücken. 
Die Formeln (IV. V.) dienen alſo auch, eine 
zweytheilichte Potenz mit irrationalem Exponen⸗ 
ten ſo nahe auszudrücken, als man will, und da 

! n 
fie niemals unrichtig werden, fo nahe auch en 
TY der 
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der Irrationalzahl Ze fo. gelten Die Formeln | 
auch, wenn man für — — die Grenze fat, welcher 


fic diefe 800 yE ohne. Ende ach das iſt, die 
Irrationalzahl ſelbſt. 


i VIE 


Alle vorhergefundenen Formeln laſſen ſich un⸗ 
ter einer einzigen begreifen, wenn man in der Bi⸗ 
nomialformel (I.) unter n jede Art von Zahlen, 
poſitiv oder negativ genommen, verſteht. Man 


b b : 
fege nun noch — - für 25 ſo iſt an- (1 — P oder 


(a Abu = e I nan- ih . etc. Ga rauchen 
fuͤr eine Zahl ſeyn mag. 


VIII. 


Auf eine ähnliche: Art kan man die Form jeder 
Ver einer vieltheilichten Wurzel finden. Man 
etze die Potenz (4 E SCH oder 
T eR. d nA (0—2., 


ust 


ber du 


n(n—1) Së 695 
VV 

. | 
— raz d Bz? N. yz? dé dz* sp etc 
Nun formire man die mte Potenz noy (rz, 


fo bat man 
Q 2 : G 2 
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mn ( mn die, 


(i du mn = I mnz E 


J»mn(mn-—-1) (mn—2) 
Vu € 3. dé ais Di ee OA REL, E "B 
I. 2 3 


mn (mn 1) (mu —2 mn -— 
ases say Auro | Cn etc. 


FE N 
und nenne die Coefficienten, A; B, C, D, etc. 
daß (ITZ jun = * A2 E Ez” * "Uz3 
vu Dan de etc : 

Wenn man nun aus der Vergleichung dieſer 
Demel herausbringt, wie die € cj cien ten 
A. B, C etc. auseinander und denen , id, y, etc. 
wie auch aus dem Exponenten m, und der Zahl 
ihrer Stelle former werden, D hat man die 
Form der Potenz U pb az N et. suci ut 

2 RNP le. < 4l 


I. 


2 Ge mn (mn —1) 
Weiter iſt B = — ———— — ,. obw 
2 | (ës 


28 — mn - A= (mn—n)A $ (n-—1)A 
(Un -D Yum = m- xA H. 
Der Coefficient B, der zu z^ gehoͤrt, wird aus 
denen *. D durch m formirt, indem man die 
mte Potenz von (1 az) HB Bz? macht, und 
die Factoren von z^ zuſammen nimt. Die ubri⸗ 
gen Theile des Polynomium, als yz? er, ge⸗ 
ben höhere Potenzen als die zweyte, und kom⸗ 
men noch nicht in Betrachtung. Bey der Gorz 
mation der inten Potenz von (en heben 
fid) einige Theile des Esefficienten B gegen ein⸗ 
ander 


* 
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ander auf, weil & und Z eine beſtimte Relation 
darin gegen einander haben. Wenn man nun 
dieſe herausgegangenen Theile wieder hinein⸗ 
bringt, oder wenn man B aus den Coefficienten 
e und L ſelbſt, wie auch A, welches wieder 
durch æ gegeben ift, zuſammenſezt, fo weiß man, 
wie B aus den gegebenen Binomialcoefficienten 
formirt wird, ohne auf ihre beſondere Relation 
zu ſehen. Folglich erhaͤlt man die allgemeine 
Formation dieſes Coefficienten, « und A mogen 
fuͤr unabhaͤngige Groͤſſen ſeyn, welche fie wollen. 
Eben dis Raiſonnement kan man auch fuͤr die 
Formation der folgenden Coefficienten machen. 
Es it C= (mn - 2B, oder 
30 mn - n) B (n —2)B. = (m- B 
n-) m- == m-2)»B HR z(n-1)/(2mn-n)A 
(n= n= A, oder SC 
30 = (m—2)«B di (2m A ＋ smy, 
Auf dieſe Art erhält man auch den Coefficienten D. 
Es iſt D = (mn 3) C. Man zerfoͤlle dis 
Product in zwey, nach der bisher gebrauchten 
Methode, und ſchreibe das weiter zu zerfaͤllende 
oduct; in feine zwey Theile zerfaͤllt, darunter, 
und fahre ſo fort bis zu Ende, ſo daß man bey 
jeder Zerfällung einen Theil aus den gegebenen 
Coefficienten , B, , d. und A, B, C, welche 
aus =, D. % gegeben find, zuſammengeſezt erhalte, 
wie folget err fea Os 
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4D = (mn —3) C= | E 
(mn—30)C 4 (3n—97(mn-—2)DB:5 


— —— 


2 (n- Y (mn. n) Dé 2 (0-1) (2n-4) (mn-1 JA: 


— 


— (n (n—2) (n—3). 


3 | 
Die Glieder linker Hand find zuſammen ge⸗ 
nommen =4D, und wenn man a, B, y, d für The 
re Wehrte ſezt, ſo hat man 
4D —(m—3) 4C «P (2m —2) BB ce (3m—1) yA 
ri A d. | 
Das Geſetz der Coefficienten ift aus ben berechne⸗ 
ten offenbar. Jeder beſteht aus ſo viel Theilen, 
als die Zahl ſeiner Stelle Einheiten hat. Die 
Factores dieſer Theile ſind folgweiſe alle vorherge⸗ 
hende Coefficienten von dem nächſten an; die 
Coefficienten æ, B, Y etc.; und die Glieder der 
arithmetiſchen Reihe mr; 2m-rd2; 3m-rges; 
etc. wo r die Stelle des Coefficienten anzeigt. 
Es laͤßt ſich dis Geſez auch nicht ſchwer allge⸗ 
mein erweiſen. Es ſey R der rte Coefficient der 
Reihe für (12) un, und Q, P, N, M, etc. 
die naͤchſtborhergehenden, fo ijt nach dem Geſetz 
der Binomialcoefficienten 
rR mn -r Q 
(r—1) Qz (mn —ri2)P 
(r—2) P = mn -H) N 
(r-) N mn -r M 
etc. ; ete, Da⸗ 


| I Cu- (n-2)mn-n)Ase — (H) (n- 2) n- S mn 
2.3 EE, E A. nd s | 
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Daher erhält man nach der fü D gebrauchten 


Art, unter jedes Product die Torn, worinn es 


zerfällt, zu ſetzen, 


rR z(mn— r) o 


| (mnn (r =)) éi 


b £(n—1) mn nt -—2))P 


(a (r- Dr) n —fc he) P: (r—1) 


ui (-r ar- mn—rE3)N (r2) 


— 


q : 
= (n - (n2) tmn — nt =) N 


RUD E 6. (mnr Mir) 


€ — Ga - 


1 ucro NM 
55-2 (70 (75) (r7 A Games) 
e eee Abee en 


. f. w. 

Die Producte, welche unter den zerfälten die 
erſten ſind, geben den Coefficienten R in r multi⸗ 
plicirt. Es iff alfo; wenn man e, g, y, etc. für 
ihre Wehrke ſubſtituirt, | 
ıR=(m— rd Ur QR (2m —r R2) £P 
dep yN Am- rg) M 


Het 
wo das Geſetz des Fortganges vollkommen er⸗ 
hellet. oi I tes 
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Nach der fuͤr den „Coeffclenten B m 
Bemerkung gilt diefe Form der Coefficienten auch, 
wen æ, B,y, etc. keine Binomialcoefficienten 
ſind. Es iſt daher uͤberhaupt, wenn y 

(„a D T= etc.) m 

z AZ Bz* 4 Cz! AD. Here. 

| geſezt wird, 

zZ Ma ; 
—(m—1)«A 2m 
3C =(m—2)eB «d (2m—1) £A amer 
4D— m- H m2) Br m- vam! 
etc. 

Oder wenn (N etc m- 
zu : AZ TBZ d Cziq DZ. etc. geſezt wird, 
Gm , 
Am Ale 
2B—(m—2)&Adm(2m—2)8.- 
. 3C—im—3)« BH 2m—3 EE (3m-—53)y 

| EEE 3m-4)yAdk(am-4)9 | 


Beweiſe Diefer Formel durch die Differentialkech⸗ » 
nung findet man in Hrn. Eulers Inſtit. calculi 
differentialis P. II. $. 202. und Hrn. Hofrath 

E Analyſis des Unendl. $. 56. 1 
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